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Die erweiterte reelle Achse

Sei R der angeordnete Korper der reellen Zahlen. Wir setzen
R := {—oc0} UR U {00}

Wir dehnen die Ordnungsrelationen und Rechenoperationen auf R wie folgt aus:

—00 <a < o0 fir allea € R
+oo-a =+ ftir alle a > 0
+00-0=0

+00-a=Foo furallea <0
a+oo==+00 fiir alle a € R.

Die Ausdriicke co — 00, 0o + (—o0) etc. sind nicht definiert.

In R hat jede monoton wachsende und jede monoton fallende Folge einen Grenzwert.
Dieser Grenzwert ist in R wenn die Folge beschrédnkt ist und co oder —oo falls die Folge
unbeschrankt ist.

Wir setzen
a Vb = max{a, b}
a/A'b = min{a, b},
sowie
\/ a; = max{aj,...,an} \/ a; = sup{a; | i € N},
i=1 i=1
A ai = min{a;, ..., a,}, /\ @ =inf{a; |1 € NJ.
i=1 i=1

Wir setzen weiterhin

a"=aVvo (Positivteil)
a =—(a/N0) (Negativteil)
laj=a" +a” (Betrag).

Wir dehnen die obige Notationen auf Funktionen aus, durch punktweise Anwendung.
Sind also f, g : X — R Funktionen (X eine beliebige Menge), so setzen wir

(fV g)(x):=f(x)Vg(x) etc.



1 Einfiihrung

1.1 Das Mafiproblem

Die Bestimmung des Flicheninhalts eines Bereichs in der Ebene sowie die Bestimmung
des Volumens eines dreidimensionalen Korpers ein fundamentale Aufgabe der Mathe-
matik. Ganz am Anfang steht die Konvention, dass die Linge des Intervals [a,b] C R
durch die reellen Zahl b—a gegeben wird. Das d-dimensionale Volumen eines Quaders
im R¢ ergibt sich dann als Produkt iiber seine Seitenldngen,

d
vol ([ar,by] x -+ x [ag, bal) = [ J(bi — a). (1.1.1)

i=1

Dies ist im Wesentlichen ein Axiom, welches als Grundlegender Baustein fiir alle weit-
eren Volumenbegriffe fungiert.

Historische Losungen das Problem, das Volumen eines gegebenen Korpers zu bes-
timmen, sind grofitenteils aus (1.1.1) und /oder geometrischer Anschauung hergleitete
Regeln. Fundamental sind hier die Additivitdt des Volumens, dass also

vol(A UB) =vol(A) + vol(B) (1.1.2)

fiir disjunkte Teilmengen A, B, C R? gilt, sowie die Beobachtung, dass sich das Volu-
men einer Menge durch euklidische Bewegungen nicht dndert, dass also

vol(E(A)) = vol(A) (1.1.3)
tiir jede Euklidische Bewegung
E:RY—-RY Ex)=Qx+v, QecO(d),veR?

und beliebige Teilmengen A C R¢ gilt.

Beispiele 1.1. Weitere wohlbekannte Regeln zur Volumenbestimmung sind
(1) die Regel “Grundfliche mal Hohe” zur Berechnung des Fliacheninhaltes von
Dreiecken;

(2) weitere daraus abgeleitete Regeln zur Berechnung des Fldcheninhaltes von
Trapezen, Parallelogrammen etc.



(3) Die Scherinvarinz des Volumens;
(4) die Keplersche Fassregel zur Berechnung des Volumens von Rotationskorpern.

(5) Das Prinzip des Cavalieri.

Hierbei ist allerdings zu bemerken, dass keine dieser Regeln den Status eines mathe-
matischen Satzes hat, ohne eine unabhéngige, allgemeingiiltige Definition der Begriffe
“Flacheninhalt” und “Volumen”.

Das Ziel der modernen MafStheorie ist daher zunachst einmal die theoretische Defi-
nition von Inhalten und Volumina, und zwar so, dass die obengenannten Regeln zu
mathematischen Satzen werden.

Konkret ist das Ziel, moglichst vielen Teilmengen A C RY eine nichtnegative Zahl

vol(A), das Volumen oder Maf§ von A zuzuordnen. Hierzu sei das Volumen von Quadern
(1.1.1) als bekannt angenommen, und wir fordern zudem, dass das zu konstruierende

Volumenmafs Additiv und bewegungsinvariant ist. Tatsdchlich werden wir die Addi-

tivitatsbedingung (1.1.2) durch die stiarkere Bedingung der sogenannten o-Additivitat

ersetzen, welches besagt, dass sogar

vol (D Al> = iVOl(Ai) (114)
i=1 i=1

tiir jede abzdhlbare Familie Ay, A;, ... von paarweise disjunkten Mengen gilt.

Bemerkung 1.2. Die Relevanz dieser stiarkeren Bedingung mag auf den ersten Blick
vielleicht nicht ganz offensichtlich sein, ergibt sich aber aus dem mathematischen Wun-
sch, Volumina approximativ berechnen zu konnen. Beispielsweise mag es wiinschenswert
sein, den (als unbekannt angenommenen) Flicheninhalt eines Kreises dadurch zu berech-
nen, indem man ihn durch immer kleiner werdende (notwendigerweise unendlich
viele) Rechtecke ausschopft.



bl/

Insgesamt gelangen wir also zu folgendem

Mafiproblem 1.3. Konstruiere eine bewegungsinvariante, o-additive Abbildung, die
moglichst vielen Teilmengen A C R? ein Volumen vol(A) zuordnet, so dass (1.1.1) fiir

alle achsenparallelen Quader gilt.

Genauer gesagt fordern wir also, das vol die Eigenschaften (1.1.1), (1.1.3) und (3.1.1)
erfllt.

Optimistischerweise mag man zunéchst hoffen, dass eine Losung des Mafiproblems
existiert, die auf der gesamten Potenzmenge, also allen Teilmengen A C RY, definiert
ist. Dies ist allerdings nicht der Fall:

Satz 1.4 (Vitali). Jede o-additive und translationsinvariante Mengenfunktion

w: P(R) — [0, o],

ist entweder konstant null oder konstant unendlich.

Beweis. Sei p : P(R) — [0, 00] eine o-additive Funktion mit der Eigenschaft, dass
w(A +x) = u(A) fir all A € R und x € R. Wir bemerken zunéchst, dass 1 monoton
ist, also p(A) < u(B) falls A C B. In der Tat, wegen B = AU (B \ A) gilt aufgrund der
Additivitat

H(B) = w(A) + (BN A) = p(A). (1.1.5)



Definiere eine Aquivalenzrelation auf [0, 1] C R durch
X~y = x—y € Q.

Sei V C [0, 1] ein vollstindiges Reprasentantensystem fiir diese Aquivalenzrelation,
das heiflt V enthlt genau ein Element jeder Aquivalenzklasse. (Hier verwenden wir
das Auswahlaxiom!) Insbesondere gilt (V + q) N (V +p) = 0 fur alle p, g € Q. Weiter
kann jedes x € [0, 1] kann geschrieben werden als x = x’ + q fiirx’ € Vund q € Q.
Dann ist offenbar q = x — x’ € [—1, 1]. Darum gilt

onc |J V+qcl-1,2.
qel-1,11NQ

Aufgrund von (1.1.5) und der Translationsinvarianz von p haben wir

n(0,1) < ( U v+ qi> < u([=1,2]) = u(l=1,0)) + u(l0, 1)) + wu(l1,2])

qe-1,11NQ

IA

n([=1,00) + u(l0, 1) + n(1,21)
3u([0,1])

Andererseits gilt wegen o-Additivitdat und Translationsinvarianz, dass

u( U V+q) > ulVia= ) V).

qel-1,11nQ qel-1,11NQ qel-1,11NQ

Hieraus folgt, dass der Wert von p (|, V + qi) entweder Null (falls (V) = 0) oder
unendlich sein muss (falls p(V) > 0). Mit der obigen Rechnung folgt also, dass auch
i([0,1]) € {0, oo} gelten muss. |

Korollar 1.5. Es gibt keine Losung des Maf3problems auf R¢, die auf der gesamten
Potenzmenge definiert ist.

Anders ausgedriickt muss eine Losung vol des Mafsproblems notwendigerweise auf
einer auf einer echten Teilmenge A C P(R?) von Teilmengen definiert sein.

Beweis. Fiir d = 1 folgt dies direkt aus Satz 1.4. Fiir d > 2 bemerkt man, dass eine
Losung vol des Maproblems auf R auch eine Losung vol’ des Maproblems auf
R™ fiir m < d liefert, indem man

vol’(A) = vol(A x [0,1]14™)



1 setzt. m

Bemerkung 1.6. Eine Variante des MafSproblems ist das sogenannte Inhaltsproblem,
bei dem statt der o-Additivitat noch die Additivitdtsbedingung (1.1.2) verlangt wird.
Dieses schwichere Problem ist tatsdchlich in den Dimensionen d < 3 16sbar, fiir d =
1,2 gibt es also eine Funktion

w: P(RY — [0, 00] ,

die (1.1.1), (1.1.2) und (1.1.3) erfiillt. Tatsdchlich gibt es sogar mehrere Losungen dieses
Problems.

Fir d > 3 allerdings ist auch dieses Problem nicht l6sbar. Dies ist die Aussage des
Banach-Tarski-Paradox, welches wir hier nicht beweisen wollen.

Satz 1.7 (Banach-Tarski). Seien X,Y C R? beschrinkte Mengen mit nichtleerem In-
neren. Dann existiert eine Zahl n € N und eine Zerlegung

in disjunkte Teilmengen A;,..., A, von B, sowie Euklidische Bewegungen E;,..., E,
so, dass Y die disjunkte Vereinigung der E;(A;) ist,

Gébe es nun eine Losung p des Inhaltsproblems, so folgt aus Additivitdt und Bewe-
gungsinvsarianz, dass fiir Mengen X und Y wie im obigen Satz stets p(X) = p(Y) gelten
muss. Dies widerspricht aber offenbar der Bedingung (1.1.1).

1.2 Integrationstheorie

Ein mit der Bestimmung von Inhalten und Volumina eng zusammenhéngendes Pro-
blem ist die Konstruktion eines allgemeinen Integralbegriffes. Axiomatisch gesehen ist
Integration zunéchst einmal eine lineare Abbildung, welchen geeigneten (“integrier-
baren”) Funktionen eine reelle Zahl (ihr “Integral”) zuordnet, und zwar so, dass das
Integral einer nicht-negativen Funktion nicht-negativ ist. Angenommen, wir haben
einen solchen Integralbegriff, dann konnen wir ein Volumenmaf$ durch die Vorschrift

vol(A) ::J 1a(x)dx
R4

9



definieren, wobei

1a(x) = {:) z Z 2 (1.2.1)

die Indikatorfunktion von A ist. Eine Voraussetzung fiir diese Definition ist natiirlich,
dass 15 zu der Klasse der integrierbaren Funktionen gehort.

Ein wohlbekannter Integralbegriff ist natiirlich das Riemann-Integral, welches in der
Analysis konstruiert wird, und hier als bekannt vorausgesetzt wird. Alle (stiickweise)
stetigen, kompakt getragenen Funktionen sind Riemann-integrierbar, eine dartiber hin-
ausgehende Charakterisierung gestaltet sich jedoch als schwierig. Insbesondere hat
das Riemann-Integral nicht die folgende, intuitiv erwartbare Eigenschaft:

Forderung 1.8. Sei (f,,) eine monoton wachsende Folge von integrierbaren Funktionen
mit der Eigenschaft, dass

n—oo

lim J fo(x)dx < oco.
R4

Dann ist die punktweise Grenzfunktion f (falls sie endlich ist) wieder integrierbar, und
ihr Integral ist der Grenzwert der Integrale der (f,,).

Beispiel 1.9. Sei (x,,) eine Aufzdhlung von Q N [0, 1] und setze
An={X1,...,Xn}

Dann sind die Indikatorfunktionen 15, Riemann-integrierbar mit Riemann-Integral
Null, aber die Folge (14, ) konvergiert punktweise monoton gegen die Indikatorfunk-
tion 1gnp, von Q N [0, 1], ein Standardbeispiel fiir eine nicht Riemann-Integrierbare
Funktion.

Es wird sich herausstellen, dass es eine (im Wesentlichen eindeutige) Erweiterung des
Riemannschen Integralbegriffs zu einem Integralbegriff gibt, der Forderung 1.8 er-
tillt. Dieses erweiterte Integral ldsst wesentlich starkere Grenzwertsédtze zu als das
Riemann-Integral, insbesondere den Satz von Lebesgue tiber dominierte Konvergenz.

2 Lebesgue-Integrale

Sei X eine beliebige Menge. Mit Fun(X, R) bzw. Fun(X, R) bezeichnen wir die Rdume
der Funktionen auf X mit Werten in R bzw. R. Fun(X, R) ist ein Vektorraum mit Punkt-
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weiser Addition und skalarer Multiplikation,
(f+g)(x) =f(x) +g(x), (A-fx):=A-f(x)

tir f, g € Fun(X,R). Analog sind die Funktionen f VV g und f /\ g (punktweises Maxi-
mum/Minimum) definiert, sowie der Positivteil f*, der Negativeteil f~ und der punkt-
weise Betrag |f| = f* + .

Weiterhin schreiben wir fiir f, g € Fun(X,R)
f<g & VWxeX:f(x)<g(x).

Fiir eine Folge (f,) von Funktionen auf X schreiben wir f, ' f, wenn die Folge punk-
tweise monoton wachsend mit punktweisem Grenzwert f.

2.1 Vektorverbinde und Elementarintegrale

Definition 2.1. Sei X eine beliebige Menge. Ein Vektorverband (von Funktionen auf
X) ist ein Untervektorraum V C Fun(X,R), der zusédtzlich abgeschlossen unter den
Operationen V und A ist.

Mit anderen Worten: Ist V ein Vektorverband von Funktionen auf X, dann sind f,g € V
und A € R auch die Funktionen

f+g, A-f, fAg und fVg

in V enthalten.

Lemma 2.2. Sei V C Fun(X, R) ein Untervektorraum. Dann sind dquivalent:

(i) zuf,g € Vistauchf\VgeV;
(i) zuf,g € Vistauchf A g eV;
(iii) zu f € Vistauch |f| € V;

(iv) zuf € Vistauch f* € V;

(v) Vistein Vektorverband.

11



| Beweis. Ubungsaufgabe. |

Beispiele 2.3. Folgendes sind Beispiele fiir Vektorverbande:

(1) Der Raum Fun(X,R) aller reellwertiger Funktionen auf X (dies ist der grof3t-
mogliche Vektorverband) und der Raum der konstanten Funktionen auf X (dies
ist, abgesehen vom Nullraum, der kleinstmogliche Vektorverband).

(2) Der Raum C(X) der stetigen Funktionen auf einem topologischen Raum X.
(3) Der Raum (*°(N) aller beschrankten Folgen.

(4) Der Raum c((N) aller Nullfolgen.

(5) Der Raum

¢'(N) = {(an) ilanl < 00} C ¢o
n=1

aller absolutsummierbaren Folgen.

(6) Der Raum co(N) C €'(N) aller endlichen Folgen (bzw. der Raum aller Folgen mit
nur endlich vielen Gliedern ungleich Null).

Keine Vektorverbinde sind:

(N1) Der Raum Pol(R) aller Polynomfunktionen auf R.

(N2) Der Raum C'(R) der stetig differenzierbaren Funktionen.

Definition 2.4. Sei X eine Menge und sei V ein Vektorverband von Funktionen auf X.
Eine lineares Funktional | : V — R heifst Elementarintegral, falls

(i) Jist positiv, d.h., fiir alle f € V mit f > 0 gilt
J(f) = 0.

(ii) ] ist stetig von unten, d.h., fiir jede monoton wachsende Folge (f;,) von Funktionen
fo € Vmitf, ~fund f eV gilt

J(fn) A7 J(8).

Ist ] : V — R ein Elementarintegral, so heifst das Tripel (X, V, J) Integrationsraum.

12



Bemerkung 2.5. Die Bedingung (b) aus Definition 2.4 ist d&quivalent zu jeder der fol-
genden Bedingungen:

(ii.1) J ist nullstetig von unten, d.h. fiir f,, 0 gilt J(f,) " 0;
(ii.2) Jist nullstetig von oben, d.h. fiir f, \, 0 gilt J(f,) \, 0;
(ii.3) ] ist stetig von oben, d.h., fiir f, \, f mit f € V gilt J(f,) ~\, J(f

Hier ist jeweils (f,,) eine Folge von Funktionen in V.
Lemma 2.6. Sei (X,V,]) ein Integrationsraum. Dann gelten:

(a) Fur f,g € Vmit f < ggilt J(f) <J(g).
(b) Zu f € Vgilt[J()] < J(If]).

Beweis. (a) Gilt f < g, soist g — f > 0, wegen der Positivitdt und Linearitdt von | gilt
also

0 <J(g—"f)=]J(g)—J(f).
(b) Da fy > 0 gilt J(fy) > 0. Also wegen f = f* —f~

O =TE) =JEN < TEN+TEN =TE) +JE) =T+ ) =J(f). W

Beispiele 2.7. Folgendes sind Beispiele fiir Elementarintegrale:

(1) Das Funktional
I:COO(N) —>R) (an) *—>J Zan

ist ein Elementarintegral auf N, definiert auf dem Raum der endlichen Folgen
(Beispiel 2.3 (6)). Alternativ kann cgo(N) auch durch den groferen Raum €' (N) der
endlichen Folgen (Beispiel 2.3 (5)) ersetzt werden. In diesem Fall ist allerdings die
Nullstetigkeit von oben vielleicht nicht ganz offensichtlich.

(2) Das Riemann-Integral

b
J(f) :J f(x)dx

ist ein Elementarintegral auf dem Raum C([a, b]) der stetigen Funktionen auf [a, b].
Die Nullstetigkeit von oben folgt aus dem Satz von Dini 4.9.

13



2.2 Das erweiterte Integral

Definition 2.8. Sei X eine Menge und sei V ein Vektorverband von Funktionen auf X.

Dann setzen wir .
Vv* .= {F € Fun(X, R) | El(fn) g V: fn /\ F})

die Menge aller R-wertigen Funktionen, die punktweise monoton von unten durch
Funktionen in V approximiert werden konnen.

Bemerkung 2.9. Es ist leicht zu sehen, dass zu F,G € V* sind auch stets F+ G,FV G
und FA G in V enthalten. Fir A > 0 und F € V* ist aufSerdem AF € V*.

Bemerkung 2.10. Zu F € V* ist —F im allgemeinen nicht in in V* enthalten. V* ist daher
kein Vektorraum. Tatsdchlich konnen Funktionen F von V* den Wert co annehmen, aber
niemals den Wert —co.

Ist (X, V,]) ein Integrationsraum und (f,) eine monoton wachsende Folge in V, dann
ist die Folge (J(f,)) in R ebenfalls monoton wachsend (Lemma 2.6(a)), und hat darum
stets einen Grenzwert in R.

Lemma 2.11. Sei (X,V,]) ein Integrationsraum. Seien (f,) und (g,) monoton wach-
sende Folgen von Funktionen in V. Falls lim, f, < limg, (punktweise), dann gilt

lim,, J(f,) < lim, J(gn)-

Bemerkung 2.12. Sind die punktweisen Grenzfunktionen lim,, f,, und lim,, g,, in 'V, so
folgt die Behauptung aus Lemma 2.6 (a) und der Stetigkeit von unten,

Der entscheidende Punkt ist jedoch, dass das obige Lemma giiltig bleibt auch wenn die
entsprechenden Grenzwerte nicht in V enthalten sind (sie liegen notwendigerweise in
V).

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass f,, = 0 fiir alle n. Dann gilt lim,, g, > 0, also
gn /A0 0. Aus Nullstetigkeit von unten folgt daher, dass

wobei wir fiir jedes n Lemma 2.6 (a) verwendet haben.

Im allgemeinen Fall definieren wir fiir festes k die monoton wachsende Folge (hi)n

14



mit
h(k) =0n— fk.

n

Dann gilt
lim hﬂ‘) =lim g, — fy > lim g, —limf,, > 0,

da (f,) monoton wachsend ist. Also gilt wegen dem Spezialfall

0 < J(limhy!) =limJ(h) =limJ(g) — J(f), also J(fi) < lim]J(gn).

Nehmen des Limes {iber k liefert die Behauptung. |

Definition 2.13. Sei (X,V,]) ein Integrationsraum. Das verallgemeinerte Integral ist die
Abbildung J* : V* — R definiert durch

J*(F) i= lim J (£,),

wobei (f,) eine beliebige monoton wachsende Folge in V mit f,,  Fist.

Nach Lemma 2.11 ist die Definition von J*(F) ist unabhdngig von der Wahl der approx-
imierenden Folge (f,).

Lemma 2.14. Sei (X,V,]) ein Integrationsraum. Das verallgemeinerte Integral J* hat
folgende Eigenschaften:

(a) Fiir Funktionen f € V gilt J*(f) = J(f).

(b) Fiir F, G € V* gilt J*(F + G) = J*(F) + J*(G).
(c) Fiir F € V* und A > 0 gilt J*(AF) = AJ*(F).
(d) Fiir F,G € V* mit F < G gilt J*(F) < J*(G).

(e) Ist (F,) eine monoton wachsende Folge in V* mit F,,  F, dann gilt F € V* und

limy, J*(F) 2 J*(F).

Beweis. Aussagen (a) — (c) sind trivial, und (d) folgt aus Lemma 2.11.

(e) Zu F,, wéhle eine Folge (fgf ) )m von Funktionen mit £ " Fn. Setze

fr =V VY,

Dann ist (f,) eine monoton wachsende (!) Folge in V, also existiert lim,, f,, =: G und

15



ist in V* enthalten. Wir behaupten, dass G = F. Fiir alle m > n gilt fgf) < f,,, also
folgt
Fu =lim fiY < lim f,,, = G.

nach Lemma 2.11. Im Grenzwert n — oo gilt also F < G. Andererseits gilt
fo=fV. . VIV <FHV...VF, <F,V---VF =F,

also G = lim,, f,, < lim, F,, = F (wieder mit Lemma 2.11).

Zusammen folgt G = F, also F € V* und f,, ' F. Fiir das verallgemeinerte Integral
gilt also
J*(F) = im J(f,) < LmJ*(F,) < J*(F),

wobei wir F, < F und (d) benutzt haben. Damit muss in obiger Ungleichung in
Wirklichkeit Gleichheit herrschen. |

2.3 Erweiterung zum vollstindigen Lebesgue-Integral

Definition 2.15 (Levifolgen). Sei (X, V,]) ein Integrationsraum. Eine Funktion F € V*
heifst Levifunktion, falls
J*(F) < oo.

Nach Definition von V* und J* sind Levifunktionen genau diejenigen Funktionen F fiir
die es eine monoton wachsende Folge (f,,) in 'V gibt mit lim,, J(f,) < oo.

Definition 2.16. Sei (X,V,]) ein Integrationsraum.

(@) (X,V,]) heifst Lebesgue’scher Integrationsraum, und | heifst Lebesgue’sches Integral,
falls V alle endlichen Levifunktionen enthilt (also alle Levifunktionen, die Werte
in R C R annehmen).

(b) Eine Lebesgue’scher Integrationsraum (X, V, ]) heifst vollstindig, falls V sogar alle
Funktionen enthilt, die sich von einer Levifunktion nur in deren Unendlichkeit-
spunkten unterscheiden.

Genauer: Hat f € Fun(X,R) die Eigenschaft, dass es eine Levifunktion F gibt mit
f(x) = F(x) fiir alle x € X mit F(x) < oo, dann gilt f € V und J(f) = J*(F).

16



Erweiterungssatz 2.17. Jeder Integrationsraum (X, V,]) besitzt genau eine minimale
Erweiterung (X, V,]) zu einem vollstindigen Lebesgue’schen Integrationsraum, ndm-
lich

V = {f € Fun(X,R) | 3 Levifunktionen F,G : f + G = F}

und
J(f) =T (F) = J*(G).
(X, V,]) heiflt Lebesgue-Erweiterung von (X, V, ).

Tatsdchlich werden wir zeigen, dass jede andere Erweiterung (X,V’,]’) von (X,V,])
zu einem vollstindigen Lebesgue’schen Integrationsraum schon (X, V, ]) enthilt, dass
also V C V' gilt und ]’ auf V mit | iibereinstimmt.

Bemerkung 2.18. Die Idee obiger Konstruktion ist, dass V alle “Differenzen” von Levi-
funktionen enthdlt. Allerdings konnen wir nicht f = F — G schreiben, da F und G beide
gleichzeitig den Wert unendlich annehmen kdnnten und oo — oo nicht definiert ist.

Bemerkung 2.19. Der Begriff der Levifunktion ist abhéngig von der Wahl des Integra-
tionsraums, also von V und J. Nach Definition hat Funktion f € V hat eine Darstel-
lung f + G = F mit Levifunktionen F, G beziiglich (X,V,]). Um nachzuweisen, dass
(X, V,]) Lebesgue’sch ist, muss jedoch iiberpriift werden, dass V schon alle Levifunk-
tionen beziiglich (X, V,]) enthélt. Um diese verschiedenen Levifunktionen zu unter-
scheiden, werden wir in den untenstehenden Beweisen von J-Levifunktionen und J-
Levifunktionen sprechen.

Lemma 2.20. Die Abbildung ] : V — R ist wohldefiniert, also unabhéngig von der
gewihlten Darstellung f + G = Fvon f € V.

Beweis. Sei f € V und seien f + G = F und f + G’ = F’ Darstellungen mit J-
Levifunktionen F, G, F', G’ € V*. Addieren der beiden Gleichungen liefert

f+G+F =f+G +F also G+F =G'+F
da f endlich ist. Unter Benutzung von Lemma 2.14 (b) folgt

J*(F) =T(G) = (J*(F) = J*(G") = J"(F+ G") = J*(F' + G) =0,

was zu zeigen war. u

Zum weiteren Beweis des Erweiterungssatzes brauchen wir die folgenden beiden Hilfs-
aussagen.

17



Lemma 2.21. Sei f € V und sei ¢ > 0. Dann besitzt f eine Darstellung f + G = F mit
J-Levifunktionen F und G, wobei G > 0 und J*(G) < .

Beweis. Sei f + G’ = F’ eine beliebige Darstellung von f € V mit J-Levifunktionen
F'und G’. Sei (g,) eine monoton wachsende Folge in V mit g, ,* G/, also J(gn)
J*(G'). Sein so grof3, dass J*(G') —J(gn) < &. Dannsind G = G’ — g, und F =F —g,
wiederum J-Levifunktionen mit f + G = F, nach Konstruktion gilt G > 0 und wegen
Lemma 2.14 (a) & (b) gilt

J*(G/) = ]*(G + gn) = ]*(G) + I(gn))

also J*(G) = J*(G') — J(gn) < ¢, wie gewiinscht. |

Lemma 2.22. Sei (f,) eine monoton wachsende Folge in V mit lim sup, J(fn) < oo.
Falls der punktweise Grenzwert f := lim,, f, endlich ist, gilt f € V und

lim J(fn) = J(f).

n

Beweis. Seien f, + G, = F, Darstellungen von f, mit J-Levifunktionen F,,, G,, so, dass
Gn > 0und J*(G,) < 27" (Lemma 2.21). Dann ist

lim sup J*(F,) < limsup J(f,) + limsup J*(G,,) = limsup J(f,) < oco. (2.3.1)

n n

Setze

G:= i Gy, GM .= i Gy,
k=1 k=1

k#n

Es ist leicht zu sehen, dass sowohl G als auch G™ J-Levifunktionen sind, mit J*(G™) <
J*(G) < 1. Wir addieren G™ zu f,, + G, = F, und erhalten

fo+G="fu+Gy+ G =F,+G"™ =TF..

Dann ist F/ als Summe der J-Levifunktionen F, und G™ ebenfalls eine J-Levifunktion.
Da f,, monoton wachsend ist, ist auch (F)) monoton wachsend. Die punktweise

Grenzfunktion F := lim, F/ ist damit nach Lemma 2.14 (e) in V* enthalten und es
gilt

J*(F) = lim J*(F.,) < limsup J*(F,) + limsup J*(G™) < limsup J*(F,) + 1 < oo,

n n

18



wobei wir (2.3.1) benutzt haben. Also ist F eine Levifunktion. Die punktweise Grenz-
funktion f = lim, f, erfiillt nach Konstruktion die Gleichung f + G = F mit J-
Levifunktionen F und G. Ist also f endlich, so gilt f € V und

J(f) = J*(F) = J'(G) = lim (" (F}) — J*(G)) = limJ (£,). .

Wir kommen nun zum

Beweis des Erweiterungssatzes 2.17. (1) Wir zeigen, dass (X, V,]) ein Integrationsraum
ist.

(a.a) Es ist leicht zu sehen, dass V ein Untervektorverband von Fun(X,R) ist und
dass ] : V — R linear ist.

(b.b) T ist positiv: Sei f € V mit f > 0. Zu ¢ > 0 seien F, G J-Levifunktionen mit
f+G =F G > 0und J*(G) < ¢, wie in Lemma 2.21 konstruiert. Dann ist
0 <f <F, also J*(F) > 0 wegen Lemma 2.14 (d). Es gilt also

JOf) =T(F) = J*(G) > J*(F) — e > —e¢.
Da ¢ > 0 beliebig war, muss tatsidchlich J(f) > 0 gelten.

(c.c) ] ist stetig von unten: Sei (f,) eine monoton wachsende Folge in V mit f :=
lim,, f,, in V. Da | positiv und linear ist, gilt J(f) > J(f,) fiir alle n, also

limsup J(f,) < J(f) < oo.

n

Wegen Lemma 2.22 gilt darum lim,, J(f,,) = J(f).

(2) (X,V,]) ist ein Lebesgue’scher Integrationsraum: Sei also F eine endliche J-Levifunktion
und sei (f,) eine monoton wachsende Folge von Funktionen in V mit f, , F. Da F
eine J-Levifunktion ist, gilt

oo > J*(F) = liTrlnT(fn) = limsup J(f,).

n

Nach Lemma 2.22 ist F in V enthalten, was zu zeigen war.

(3) (X,V,]) ist vollstandig: Sei F eine J-Levifunktion und sei f € Fun(X,R) eine be-
liebige Funktion, die mit F auf {x € X | F(x) < oo} tibereinstimmt. Sei (f,) eine
monoton wachsende Folge von Funktionen in V mit f,  F. Wie im Beweis von
Lemma 2.22 existieren Darstellungen f,, + G = F, mit J-Levifunktionen G und F,,
wobei F,, monoton wachsend ist mit F,, ,* F. Nach Grenziibergang gilt

F+G=lmf,+G=LmF,=F. (2.3.2)
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wobei F wegen Lemma 2.14 (e) eine J-Levifunktion ist. Wir behaupten, dass
f+F+G=2F (2.3.3)

gilt. Fiir x € X mit F(x) < oo folgt dies direkt aus (2.3.2), da dort f(x) = F(x) gilt. Fiir
x € X mit F(x) = oo muss wegen (2.3.2) auch F(x) = oo gelten, also gilt (2.3.3) bei x,
da beide Seiten unendlich sind. Damit haben wir die Darstellung (2.3.3) von f, was
zeigt, dass f in V enthalten ist. Schliefilich gilt

jm %= JER-T(F+G)
B KSR N(S)
O dim ()7 (F) — J(G))
= lim]J(fy)
= J(,

wie gewiinscht.

(4) Wir zeigen nun, dass (X, V, J) injeder anderen vollstindigen Lebesgue-Erweiterung
enthalten ist: Sei (X,V’,]’) eine beliebige Erweiterung von (X, V,]) zu einem voll-
stindigen Lebesgue’schen Integrationsraum. Sei f € V und sei f + G = F eine
Darstellung mit J-Levifunktionen G und F. Insbesondere sind G und F auch J'-
Levifunktionen. Setze

Go(x) =

{G(x) falls G(x) < oo o) —

F(x) falls F(x) < oo
0 falls G(x) = oo,

f(x) falls F(x) = oo,

Dann gehoren Gy und Fy wegen der Vollstindigkeitsannahme zu V', also ist ebenfalls
f=Fy— Gp € V. Damit gilt V C V".

Es bleibt zu zeigen, dass J'(f) = J(f). Sei (f,) eine monoton wachsende Folge in V
mit f,  F. Dann gilt

)

J'(Fo) 2 (') (F) = lim J'(£,) =

lim J(£,) = J*(F).

Hierbei folgt (x) aus der Vollstandigkeit von ]’ und (*) gilt, da ]’ auf V mit ] iiberein-
stimmt. Analog gilt ]'(Go) = J*(G). Insgesamt also

J'(f) =T'(Fo) = J'(Go) = J"(F) = J*(G) = J(f). u

Beispiel 2.23. Die Lebesgue-Erweiterung des Integrationsraums (N, co(N), > ) aus
Beispiel 2.7 (1) ist (N, ¢'(N), }").
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2.4 Grenzwertsitze

In diesem Abschnitt werden wir einige Grenzwertsatze fiir allgemeine Lebesgue’sche
Integrationsraume zeigen. Der erste Satz zeigt, dass ein Lebesgue’sches Integral unsere
Forderung 1.8 erfiillt.

Satz 2.24 (Beppo Levi). Sei (X, £, ]) ein Lebesgue’scher Integrationsraum. Dann gilt:

(1) Ist (f,) eine monoton wachsenden Folge in £ mit endlichem Grenzwert f = lim,, f,
und lim,, o J(fn) < 00, so folgt f € £ und J(f,) 7 J(f).

(2) Ist (f,) eine monoton fallende Folge in £ mit endlichem Grenzwert f = lim,, f und
limy, o0 J(fn) > —o0, so folgt f € £ und J(f,) N\, J(f).

Beweis. Ist (f,) eine Folge in £ mit f,  f und J*(f) = lim,, J(f,) < oo, so ist f eine
Levifunktion. Falls f endlich ist, so gilt f € £ nach Definition eines Lebesgue’schen
Integrationsraumes. Also gilt J(f,)  J(f) wegen der Stetigkeitseigenschaften eines
Elementarintegrals.

Die Aussage (2) folgt aus der Aussage (1), da fiir eine monoton fallende Folge (f,)
die Folge (—f,,) monoton wachsend ist. [ |

Definition 2.25. Sei X eine Menge und sei V ein Vektorverband von Funktionen auf X.
Eine Funktion f € Fun(X,R) heifst messbar (oder genauer V-messbar), falls eine Folge
(fn) von Funktionen in V existiert, die punktweise gegen f konvergiert.

Wir schreiben M = M(V) fiir die Menge der V-messbaren Funktionen. M ist kein Vek-
torraum, da die Elemente von M die Werte 0o annehmen konnen, was die Summen-
und Differenzenbildung im Allgemeinen verbietet.

Bemerkung 2.26. Fiir f, g € M sind die Funktionen
f\/g, f/\g, _f> f+, f_a |f|

alle in M enthalten. Dies folgt direkt durch Anwenden der jeweiligen Operationen
auf die approximierenden Folgen, unter Benutzung der Verbandseigenschaft von V.
Insbesondere folgt, dass die Menge der endlichen messbaren Funktionen (solche, die
Werte in R C R annehmen) ein Untervektorraum von Fun(X,R) ist.
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Lemma 2.27. Sei (X,£,]) ein Lebesgue’scher Integrationsraum und sei M die
zugeorige Menge der messbaren Funktionen. Ist f € M mit f > 0, so folgt f € £*.

Beweis. Sei (f,,) eine Folge mit f,, — f. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit ist f,,
positiv (ansonsten ersetzen wir f,, durch f;}). Wir setzen

o0

gn = /\'Fl

i=n

Dann ist g, monoton wachsend und g, " liminf, f, = f. Um die Aussage f € £* zu
erhalten, bleibt also zu zeigen, dass die Funktion g, zu £ gehoren. Zunéchst ist jedes
gn endlich, da die Folge f, konvergiert und jede konvergente Folge ein endliches
Infimum hat. Weiter gilt A", f; € £ fiir alle myn € N und fiir jedes feste n gilt
AL fi N\ gn (fiir m — 00). Damit folgt g, € £ aus Teil (2) des Satzes von Beppo
Levi. [ |

Lemma 2.28. Sei (X, £, ]) ein Lebesgue’scher Integrationsraum. Fiir eine endliche £-
messbare Funktion f sind dquivalent:

(i) fe L
(ii) Ifl € £;

(iii) J*(If]) < oo.

Die Aussage (iii) in obigem Lemma ergibt Sinn, da |f| wegen Lemma 2.27 (und Be-
merkung 2.26) in £* enthalten ist, also J*(|f|) wohldefiniert ist.

Beweis. (i) = (ii) gilt wegen der Verbandseigenschaft von £ und (ii) = (iii) gilt nach
Definition, da J* = | fiir Elemente von L.

Fur (iii) = (i) sei f € M endlich mit J*(|f|) < co. Wir zerlegen f = f* — f~. Wegen
Lemma 2.27 sind f*, f~ € £*. Seien (f,) und (g,) Funktionenfolgen in £ mit f, A~ f*
und g, " . Dann gilt

lim J(f,) = J*(f") < J*(If]) < oo,

n—oo

alsoist f* eine endliche Levifunktion. Da (X, £, J) ein Lebesgue’scher Integrationsraum
ist, folgt f* € £. Analog ist f~ und damit auch f in £ enthalten. |
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Lemma 2.29. Sei (X, £,]) ein Lebesgue’scher Integrationsraum und sei M die zuge-
horige Menge der messbaren Funktionen. Fiir eine Folge (f,,) in M gilt auch

liminf f,, € M, limsup f, € M.

W= n—oo

Insbesondere ist der punktweise Limes von (f,,), falls er existiert, wieder in M.

Beweis. Es gentiigt zu zeigen, dass limsup _, f, wieder in M ist; fiir die andere Aus-
sage ersetze f,, durch —f,, (siehe Bemerkung 2.26).

Wir nehmen zunichst an, dass f, monoton wachsend ist. In diesem Fall ist lim sup_ f, =
lim,, f,. Es gilt aulerdem f; 7 f* und f; \, f~. Wegen Lemma 2.27 sind f; und f;,
in £*, also ist f* € L£* (siehe Lemma 2.14 (e)). Insbesondere ist f* € M.

Um f~ € M zu zeigen, wihlen wir eine Folge (¢, ) nichtnegativer Funktionen in £
mit ¢,,  f;. Fiir festes k sind dann die Funktionen f,, /\ @y nichtnegative endliche
Levifunktionen (also in £ enthalten) und es gilt f;, /\ @i \, f~ /A @y. Insbesondere ist
f~ /\ @y wieder in £ nach Teil (2) des Satzes von Beppo Levi. Schliefilich ist

lim f~ Ay =1 Af; =1,

k—o0

also f~ € M. Insgesamt gilt f = f* —f~ € M.

Ist (f,) monoton fallend, so gilt lim inf,, f,, = lim, f,, € M. Dies folgt aus der vorigen
Aussage, da fiir eine solche Folge (—f,,) monoton wachsend ist.

Sei nun (f,) eine beliebige Folge in M. Fiir ein festes k € N setzen wir g,, := fi V-V
fiin, was wieder in M enthalten ist (Bemerkung 2.26). Dann gilt g,, ,/ \/o, fn, also
gilt wegen dem obigen Spezialfall, dass

\/ fa €M, k€N beliebig. (2.4.1)
n=k

Analog gilt
A fa €M, k€N beliebig. (2.4.2)
n=k

Die allgemeine Aussage folgt nun aus den obigen Spezialfdllen zusammen mit der
Beobachtung dass

limsup f, = 7\ (o/ fr, liminff, = {7 K fn. (2.4.3)
n—oo .

n—0o0 k=1 n=k k=1n=k
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Lemma von Lebesgue-Fatou 2.30. Sei (X, £,]) ein Lebesgue’scher Integrationsraum.
Ist (f,) eine Folge nichtnegativer Funktionen in £, so gilt liminf, f, € £* und

J*(liminf f,) < liminf](f,) .

Hierbei beobachten wir, dass wegen Lemma 2.29 und Lemma 2.27 die Folge lim inf, f,,
wieder in £* enthalten ist, also ist die linke Seite von (2.30) wohldefiniert.

Beweis. Wir setzen g, := A, fx. Dann gilt g,  liminf, f,. Wegen (2.4.2) sind die
Funktionen g, messbar. Nach Konstruktion gilt

0<gn<fn.

Wegen Lemma 2.28 ist g,, € £*. Dass auch der monotone Grenzwert liminf,, f,, in £*
ist folgt entweder aus J*(gn) < J*(fn) = J(fn) < co und Lemma 2.28 oder auch wegen
Lemma 2.14(e).

Wegen der obigen Betrachtungen ist also das verallgemeinerte integral wohldefiniert
und es gilt

]*(lirrhinffn) = liTrln](gn) = lirr}linf](gn) < linllinf](fn) .

Hierbei ist zu beachten, dass der Grenzwert der Folge (J(f,)) nicht unbedingt ex-
istiert, auch wenn der Grenzwert von (J(g.)) wegen Monotonie existiert. [ |

Satz von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz 2.31. Sei (X, £, J) ein Lebesgue’scher
Integrationsraum. Sei (f,) eine Folge von Funktionen in £ mit punktweisem
(endlichem) Grenzwert f. Falls eine Funktion g € £ mit |f,| < g fiir alle n € N existiert,
so ist f in £ enthalten, und es gilt

J(F) = lim ().

Eine Funktion g wie im Satz heifst integrierbare Majorante.

Beweis. Nach Lemma 2.29 ist [f| als punktweiser Grenzwert der Folge [f,| in M en-
thalten, also wegen Lemma 2.27 in £*. Wegen |[f| < g gilt also

J*Uf) < J*(9) =J(9).

Nach Lemma 2.28 ist also f € L.
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Zur Berechnung von J(f) wenden wir das Lemma von Lebesgue-Fatou auf die Folgen
(g + fn) und (g — f,,) an. Da ndmlich g eine Majorante ist, sind g + f, und g — f;,
nichtnegativ. Also gilt

J(g) +](f) = J(g + f) =J"(lim(g + f)) <liminfJ(g + fx) = J(g) + lim inf J(y)
J(9) = J(f) =J(g — f) = J"(lim(g — fn)) < liminf](g — fu) = J(g) — limsup J(fn)

n

Zusammen gilt
limsup J(fn) < J(f) <liminf](f,),

n

woraus die Aussage folgt. |

Bemerkung 2.32. Auf die Existenz der integrierbaren Majorante im Satz von Lebesgue
kann nicht verzichtet werden. Beispielsweise sind fiir die Lebesgue-Vervollstindigung
des Riemann-Integrals auf [0, 1] die Funktionen

o [0 XU
"M n ifxe (0,1

integrierbar (sogar Riemann-integrierbar) mit Integral eins und der Nullfunktion als
punktweisem Grenzwert. Hier existiert dementsprechend keine integrierbare Majo-
rante.

Approximationssatz 2.33. Sei (X, V,]) ein Integrationsraum und sei (X, V,J) die mini-
male Lebesgue-Erweiterung. Dann existiert zu jedem f € V eine Folge (f,) von Funk-
tionen in V mit J(|f — f,|) — 0. Insbesondere gilt J(f,) — J(f).

Beweis. Sei f € V und seien F, G J-Levifunktionen mit f + G = F. Wir wéhlen Folgen
(Fn), (Gn) inVmitF, " Fund G, G und setzen f, := F, — G,. Wir wollen zeigen,
dass (f,) die gewiinschten Eigenschaften hat. Dazu setzen wir

N={xeX|Fx) =00} ={x € X|G(x) =oc0}.
Nach Konstruktion gilt fiir alle x € X\ N, dass
frn(x) = Fo(x) — Gn(x) — F(x) — G(x) = f(x) .
Fiir jede Funktion g € V gilt, dass g - 1y + F = F, also ist g - 1y € V und es gilt
J(g-In) =T (F) = J*(F) =0.
Damit gilt auch g - Ix\n = g — g - In € V. Wir kénnen daher aufspalten
JUF — ful) = JUF — ful - In) + J(F — ol - Lan) = JUF — il - L) -
=0
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Da f, — f auf X\ N konvergiert die Funktionenfolge |f — f,| - 1x\n punktweise gegen
Null. Wir wenden den Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz an, um zu
zeigen, dass auch das Integral dieser Folge gegen Null konvergiert. Hierzu brauchen
wir eine integrierbare Majorante. Wir rechnen

If —ful - Dan < (Ifl + [fal) - Tan
S (’ﬂ + ’Fnl + ’Gn’) ' 1X\N
<

(] 4+ FI + 1G] - T -

Mit F und G sind auf |F| und |G| wieder J-Levifunktionen, die ebenfalls endlich auf
X\ N und unendlich auf N sind. Aufgrund der Vollstindigkeit von (X, V,]) sind
daher auch [F|- 1x\y und |G| 1x\n in V enthalten. Dies zeigt, dass 2|F|- Ix\n +2|G| - LN
die gewiinschte integrierbare Majorante ist. u

3 Mafstheorie

3.1 Pramafie und Elementarintegrale

Definition 3.1. Sei X eine Menge und sei A C P(X) eine nichtleere Menge von Teil-
mengen von X.

(1) A heifst Mengenring (iiber X), wenn zu je zwei Mengen A, B € A die Mengen A U B
und A \ B wieder in A enthalten sind.

(2) Ein Mengenring A heifst unital oder Mengenring mit Eins, falls X € A.

(3) Ein Mengenring mit Eins A heifst o-Algebra, falls A abgeschlossen beziiglich
abzdhlbarer Vereinigungen ist. Letzteres bedeutet, dass fiir A;, A, --- € A stets
auch die Vereinigung [ J~; A, in A ist.

Bemerkung 3.2. Die Terminologie Mengenring erkldrt sich viel folgt. Zunéachst iiber-
legt man sich, dass A genau dann ein Mengenring ist, wenn fiir A, B € A auch stets die
Mengen AAB und A N B wieder in A sind. Hierbei ist

AAB:= (A\B)U(B\A)
die sogenannte symmetrische Differenz von A und B. Es ist dann nicht schwer zu zeigen,

dass A mit den Operationen A (als Addition) und N (als Multiplikation) ein Ring im
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Sinne der Algebra ist. Dieser Ring hat ein Einselement genau dann wenn A unital im
Sinne der obigen Definition ist.

Beispiele 3.3.

(1) Fiir jede beliebige Menge X ist P(X) selber eine o-Algebra (die grofite o-Algebra
von Teilmengen von X), sowie auch A = {{), X} (die kleinste o-Algebra).

(2) Der Schnitt einer Familie von o-Algebren von Teilmengen von X ist wieder eine
o-Algebra. Daraus folgt, dass zu einer beliebigen Teilmenge M C P(X) der Schnitt
aller o-Algebren, die M enthalten, wieder eine o-Algebra ist. Diese heifst die von
M erzeugte o-Algebra und wird mit o(M) bezeichnet.

(3) Ist X ein topologischer Raum, dann kann man nach (2) die kleinste o-Algebra be-
trachten, die alle offenen Mengen enthélt (wegen Axiom (ii) enthélt diese auch alle
abgeschlossenen Mengen). Diese heifdt Borelsche o-Algebra.

Definition 3.4. Sei A ein Mengenring von Teilmengen einer Menge X. Eine Funktion
w:A— [0, 0],
additiv, falls fiir je zwei disjunkte Mengen A, B € A gilt
(A UB) = pu(A) + u(B).

u heifSt o-additiv oder Primaf, falls die starkere Bedingung (!)

p (U Ai> =D _ulAy), (3.1.1)
i=1 i=1

gilt fiir eine beliebige abzdhlbare Familie A;, A,,... paarweise disjunkter Elemente
von A, deren Vereinigung wieder in A liegt. Das Tripel (X, A, n) heifst Pramafsraum.
Elemente von A heifSen p-messbar oder (wenn der Kontext klar ist) messbar.

Ein Pramaf3 u, welches auf einer o-Algebra A definiert ist, heifst Maf§ und das Tripel
(X, A, 1) heifst dann Mafraum.

Ein Pramafs oder Mafs heifst endlich, falls es nur Werte in [0, co) annimmt.

Bemerkung 3.5. Folgende Eigenschaften von Pramaflen iiber Mengenringen folgen
direkt aus der Definition:

(1) Es gilt stets u(0) = 0.
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(2) Sind A und B beliebige (nicht notwendigerweise disjunkte) Mengen in A, dann gilt
HAUB) = u(A) + r(B\A) < u(A) + u(B).

(3) Sind A C B Mengen in A, dann gilt
u(B) =p(AU(B\A)) =pu(A)+uB\A) > p(A).

Beispiel 3.6. Sei X eine beliebige Menge. Dann ist das System
€ ={A CX[#A < oo} C P(X)

der endlichen Teilmengen von X ein Mengenring. Falls X nicht endlich ist, so ist € nicht
unital und auch keine o-Algebra. Die Abbildung

w: €& — [0, 00), w(A) = #A

die jeder Menge in € die Anzahl ihrer Elemente zuweist, ist ein Pramaf} auf X, das
elementare Primaf auf X.

Beispiel 3.7. Zu a = (a,...,a4) und b = (by,...,by) in RY mit a; < b; betrachten wir
die halboffenen Quader

[a)b) = [ahb]) Xoees [advbd) C Rd°

Sei Q4 C P(R?Y) das System der endlichen Vereinigungen solcher halboffener Quader.
Dann ist Q4 ein Mengenring und es gibt genau ein Pramafi A4 auf Q4 Aq : Q4 — [0, 00)

mit der Eigenschaft
d

)\d([aab)) = H(bi —ai),

i=1
siehe Lemma 5.1 fiir einen formalen Nachweis dieser Aussage.

Zum Nachweis der o-Additivitat sei (A;) eine disjunkte Folge von Mengen in Qg4, deren
Vereinigung wieder in Qg4 liegt. Dann gilt wegen Bemerkung 3.5, dass

i=1 i=1

i=1

Fiir die umgekehrte Abschédtzung wihlen wir zu gegebenem ¢ > 0 eine Menge A’ € Qq
so, dass A’ C A (der Abschluss von A’ ist in A enthalten) und so, dass

}\d(A,) +e> Ad(A) o
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Weiter wihlen wir fiir jedes n € N eine Menge A, € Q4 mit A, C (A,)° (A, ist im
Inneren von A/ enthalten) und so, dass

Aa(An) > Aa(An) — 27",

Die Existenz solcher Mengen ist leicht einzusehen (!). Nach Konstruktion gilt dann

8

ATcA=JAacJAr.
i=1 1

i

Also bilden die Mengen (A{)° eine offene Uberdeckung von A’. Wegen Kompaktheit
wird A’ schon von endlich vielen Mengen tiberdeckt, also gilt

n
”
UA
i=1

fiir ein n € N grofs genug. Wegen Additivitat folgt dann

A/

N

n

Aa(A) — e < Aq(A)) < Ag (U Ai’) = Z Aa(A{)
i=1 i=1
<Y N(A)+ ) 27
i=1 i=1
< Z Aa(Ad) + €.
i=1

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die zu zeigende Ungleichung

o0

Das folgende ist ein niitzliches Kriterium, um nachzuweisen, dass eine gegebene posi-
tive, additive Mengenfunktion ein Pramaf ist. Hierbei ist eine Folge (A,,) von Teilmen-
gen einer Menge X aufsteigend, falls A1 C A, C Az C ... gilt.

Lemma 3.8. Sei A C P(X) ein Mengenring. Eine additive Abbildung u : A — [0, co]
ist genau dann ein Pramaf3, wenn fiir jede aufsteigende Folge (B,,) in A, deren Vereini-

gung wieder in A liegt, gilt
n(By) N (U Bn> : (3.1.2)
n=1
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Ist u zudem endlich, dann kann diese Bedingung durch die dquivalente Bedingung
der Nullstetigkeit von oben ersetzt werden: Zu jeder absteigenden Folge (B,,) in A mit
MNoeq Bn =0 gilt

1(Bn) \,O.

Beweis. (=) Sei u ein Pramafs und sei (B,,) eine aufsteigende Folge von Mengen in
A. Wir setzen Ay = 0 und induktiv A; = B; \ Bi_;. Dann ist (A;) eine disjunkte
Familie von Teilmengen mit

Bn:OAl, und [len:[jA1
i=1 n=1 i=1

Wegen der o-Additivitat gilt daher

w(By) = p (U Ai> => wA) /D) wA)=u (U Ai) =u (U Bn) :
i=1 i=1 i=1

i=1 n=1

(&) Sei umgekehrt p eine Abbildung wie im Lemma und sei (A;) eine disjunkte
Familie von Teilmengen in A. Dann ist die Familie (B,,) mit B,, = | i, A; aufsteigend
mit [ J2°, B, = J°; A und also

0 (U Ai> =n (U Bn> = lim w(B,) = lim > w(A) =) ulA).
i=1 i=1 i=1

n=1

Fiir den Zusatz bemerken wir, dass zu einer aufsteigenden Folge (B,,) die Folge (B))
mit B/, = (U2, Bi) \ B, eine absteigende Folge mit leerem Durchschnitt ist. Die
Aussage folgt dann aus der Identitét

(AN B) = u(A) — u(B),

die die Endlichkeit von u benutzt. |

Korollar 3.9. Ist p ein Pramaf$ auf A und A; 2 A, DO ... eine absteigende Folge von
Mengen in A mit u(A;) < oo, so gilt

lim p(A,) = <ﬂ An>
n=1
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Definition 3.10. Sei A ein Mengenring iiber eine Menge X. Dann heifit der von den
Indikatorfunktionen der Mengen in A erzeugte Vektorraum

S(A):{Zm}\i ‘nEN, AMy-eosAn €R, A1,...,AneA}

i=1

der Raum der Treppenfunktionen tiber A.

Es ist leicht zu sehen, dass 8(.A) ein Vektorverband ist.

Satz 3.11. Sei p ein endliches Pramaf$ auf einem Mengenring A. Dann ist (X, 8(A), J,.)

mit N N
JJn (Z 7\11/\-1> = Z Ai (Ag)
i=1 i=1

ein Elementarintegral.

Beweis. (1) Es ist zunédchst zu zeigen, dass J,, unabhdngig von der Wahl der Darstel-
lung der Treppenfunktion ist. Sei f = } " ; A{1a, eine Darstellung von f € §(A). Zu
jeder Teilmenge I C {1,...,n} setzen wir

AI::ﬂAiﬂmXO\Ai mit XOZZUAi
iel igl i=1
Die Mengen A;, I C {1,...,n}, sind in A enthalten, paarweise disjunkt und haben
Vereinigung X,. Nach Konstruktion ist A; die disjunkte Vereinigung

Ai: U AI)

Ig{] v~~-vn}v
iel

und es gilt
f= Y Ala, wobei A=) A
1C(1,..m) i€l

also gilt wegen Additivitdt von p zundchst

ZNH(AJZZN Z WA = Z (ZN) WA = Z Arp(Ar) .
-

i=1 IC{1,...,n} IC{1,...,n}, \ i€l IC{1,...,n},
i€l

Seien B, := {x € X | f(x) =1}, v # 0, die Niveaumengen von f. Dann gilt

B, = U AI)

Ig{])"‘)n})
7\1:‘['
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insbesondere sind die Niveaumengen in A enthalten. Aus der Additivitdt von p

folgt, dass
dooapA)=) 1 > wA)=) ru(B).
1C{l,...,n}, A0 IC(1,...m), r#0
)\I:T‘

Letzterer Ausdruck ist offenbar unabhingig von der Wahl der Darstellung von f.
Damit ist ], wohldefiniert.

(2) Wir weisen nun nach, dass J,, ein Elementarintegral ist. J,, ist offenbar linear und
positiv, es bleibt also die Nullstetigkeit von oben zu zeigen. Sei (f,,) eine Folge in
S(A) mit f,, N\, 0. Zu ¢ > 0 setze

An :{X eX | fn(x) > €}°

Da Treppenfunktionen nur endlich viele Werte annehmen, ist A,, eine endliche Vere-
inigung von Niveaumengen und daher in A enthalten. Da (f,) punktweise gegen
die Nullfunktion konvergiert ist ()>"; A, = (). Sei B = {x € X | f;(x) # 0} der Trager
von f;. Wegen f,, < f; ist der Trdger von f,, in B enthalten. Es gilt also

O S fn S € IB\ATL + ”fﬂHOO ' 1An S €- 1B\An + ||f1 ||00 : 1An )
wobei ||f,||cc das Maximum von f,, bezeichnet. Insgesamt folgt
Ju(fn) < Ju(e - Tpa, + Ifilloo - 1a,) = € - 1B\ An) + [[f1]lco - 1(AR)

Wegen Lemma 3.8 konvergiert die rechte Seite gegen ¢ - u(B). Da e > 0 beliebig war,
folgt die Behauptung. |

Korollar 3.12. Jeder (Prd-)Mafiraum (X,A,pn) induziert einen Integrationsraum
(X, Ly, Ju) durch Lebesgue-Vervollstaindigung des Integrationsraumes (X, 8(Ao),J,),
wobei Ay :={A € A| u(A) < oo}.

3.2 Mafle aus Lebesgue-Integralen

Definition 3.13. Sei (X, V, ]) ein Integationsraum und sei M die zugehorige Menge der
messbaren Funktionen. Eine Teilmenge A C X heifit messbar (genauer, V-messbar), falls
15 € M gilt. Wir schreiben A fiir das System der messbaren Mengen.

32



Lemma 3.14. Sei (X,V,]) ein Integationsraum. Das zugehorige System A der mess-
baren Mengen ist ein Mengenring.

Beweis. Seien A und B messbar, also 15,1 € M. Dann sind auch 15 + 15 und 1, - 13
in M: Eine approximierende Folge ergibt sich als Summe bzw. Produkt der approx-
imierenden Folgen. Genauso sind auch

Taug = 1A + 1 — 14 - 15, und Iag =14 —1a - 13

in M. Also sind A UB und A \ B messbar. [ |

Lemma 3.15. Sei (X, £,]) ein Lebesgue’scher Integrationsraum und sei A das zuge-
horige System der messbaren Mengen. Ist A;,A,,... eine abzdhlbare Familie von
messbaren Mengen, dann gilt

GAnEA.
n=1

Beweis. Sei A = |J,_; A,. Dann ist 15 der punktweise Limes der messbaren Funk-
tionenfolge f,, := 1a,u..ua,.. Nach Lemma 2.29 ist 15 in M enthalten. [ |

Definition 3.16. Ein Lebesgue’scher Integrationsraum (X, £, J) heifst Stone’sch, falls X
eine £-messbare Menge ist.

Ist (X, £, ]) ein Lebesgue’scher Integrationsraum mit zugehodrigem System der mess-
baren Mengen A, so gilt 15 € V* nach Lemma 2.27. Wir konnen also definieren

w:A— 0, 00, w(A) = ]*(1/\) .

Satz 3.17. Ist (X, £, ]) Stone’sch, dann ist (X, .A, i) ein Mafsraum.

Beweis. Sei Ay, Az, As, ... eine Folge paarweise disjunkter Mengen in A mit Vereini-
gung A =, A,, die nach Lemma 3.15 in A ist. Dann gilt konvergiert die Funktio-

33



nenfolge 1x,u..ua, = 1a, + - - + 14, monoton von unten gegen 1,. Also gilt

wA) =J(1a) = hm] (1a,00A,) = hm Z] (1a,) = Zp
i=1 n=1

Also ist p o-additiv.

Wegen Lemma 3.15 und der Annahme, dass (X, £, ]) Stone’sch ist, ist A eine o-
Algebra. [ |

Beispiel 3.18. Sei (X, £,]) ein Stone’scher Integrationsraum und sei f eine messbare
Funktion. Dann ist fiir a € R die Menge

f'(la,00)) ={x € X| f(x) > a}

messbar.

Um dies einzusehen, miissen wir 15 € M zeigen, wobei A := f~'([a,00)). Hierfiir
sehen wir zunachst, dass mit f auch

9= ((3

in M enthalten ist. Hierfiir verwenden wir, dass (X, £, J) Stone’sch ist. Nach Konstruk-
tion ist g(x) = 1 genau fiir x € A und 0 < g(x) < 1 falls x € X\ A. Damit konvergiert
die ebenfalls messbare Funktion g" = g - - - g € M punktweise gegen 1,.

) A1) VO

Analog folgt, dass auch die Urbilder beliebiger Intervalle in A enthalten sind, egal ob
das Intervall endlich oder unendlich, offen, abgeschlossen oder halboffen ist.

Schliefilich folgt auch, dass die Niveaumengen

' ({a}) = ' ((—o0, al) N £ ([a, 00))

messbar sind.

Sei (X, £, ]) ein Stone’scher Integrationsraum und sei (X, A, i) der zugehorige Mafiraum
aus Satz 3.17. Die Einschrankung von p auf

Ao ={A € A| n(A) < oo}

liefert ein endliches Pramaf3. Dieser wiederum erzeugt mithilfe von Satz 3.11 einen
Integrationsraum (X, §(Ao), J,.).
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Satz 3.19. Falls (X,£,]) vollstaindig ist, so ist die Lebesgue-Erweiterung von
(X)S(AO)a ]u) gerade (X)LJ)-

Beweis. Fir A € A gilt nach Definition J*(1x) < oo, also ist 15 eine endliche £-
Levifunktion und daher wegen Vollstandigkeit von (X, £, ]) in £ enthalten. Aufier-
dem gilt

Julla) = w(A) = J(1a) = J(14) -
Damit gelten §(Ay) € L und ], = Jls4,)- Wegen Minimalitdt der Lebesgue-Erweiterung
und der Vollstandigkeit von (X, £, ]) gilt daher §(Ay) C £ und J, = ]Im.

Wir zeigen nun £ C 8(Ap) und J|; =J. Sei f € £L und sei f = f, —f_ die Aufspaltung
in Positiv- und Negativteil. Fiir n € Nund k € N setzen wir

k k+1 1
An = {x T T} (K, )
Nach Beispiel 3.18 gilt Ay, € A. Nach Konstruktion gilt zudem 0 < ¥ .1, < f,

und damit 5 a
0 S T_L : H(Ak,n) S ](f+) )

alsoist Ay, sogar in Ao, vorausgesetzt, dass k > 1. Die Funktionenfolge (f,,) definiert
durch

k
=Y S

k=1

ist dann eine Folge in 8§(Ay) und nach Konstruktion gilt f, , f; und

lim J.(fa) = lim J(fa) < J(f.) < oo

n—oo n—oo

Nach dem Satz von Beppo Levi gilt darum f, € §(A) und

Julf) = lim Ju(fa) = lim J(f,) = J(f.).

n—oo

Analog ist f_ € $(A) und J,(f_) = J(f_). Damit folgt die gewiinschte Aussage. [ |
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3.3 Vollstindigkeit von Mafien und o-Endlichkeit

Definition 3.20. Sei (X, A, u) ein MafSraum. Eine (u-)Nullmenge ist eine Menge N €
A mit u(N) = 0. Der Mafiraum heifst vollstindig, falls jede Teilmenge A C N einer
Nullmenge N € A wieder in A enthalten ist.

Ist A C N eine Teilmenge einer Nullmenge mit A € A, so gilt wegen der Monotonie
von Mafien notwendigerweise p1(A) = 0.

Beispiel 3.21. Sei (X, L,]) ein Stone’scher Integrationsraum und sei (X, A, ;) der
dazugehorige Mafiraum. Sei zudem f € £. Dann gilt J(|f|) = 0 genau dann wenn
der Trager A = {x € X | f(x) # 0} eine Nullmenge ist.

(=) Nach Beispiel 3.18 ist der Trdger (als Komplement der Niveaumenge zur Null)
eine messbare Menge. Es gilt nunn - [f{Alx " 14, also J*(n-[fIA1x) 7 J*(1a) = wy(A).
Andererseits ist J*(n/f| A1) < n - J*(If]) = 0. Zusammen folgt p;(A) = 0.

(&) Wenn A eine Nullmenge ist, so gilt [*(n A [f]) < J*(n-1a) = n - w(A) = 0.
Andererseits ist J(|f|]) = lim, J*(n A [f]) = 0.

Lemma 3.22. Sei (X, A, n) ein Mafiraum. Dann existiert es eine eindeutige minimale
Erweiterung (X, A, fi) zu einem vollstindigen Mafsraum.

Beweis. Wir setzen
.[L Z:{A - X | E|A1,A2 cA: A] - A - Az und LL(Az\Aﬂ = O} . (331)

Man zeigt, dass A eine o-Algebra ist. Ein wohldefiniertes Mafl {i of A ist dann
definiert durch

i(A) == p(Aqr) = p(Az),
tiir eine beliebige Wahl von Mengen A, A; € Amit A; C A C A,.
Jede vollstindige Erweiterung muss die (X, A’, u') muss die o-Algebra A enthalten,

denn fiir A € A ist A \ A; eine Nullmenge, also gilt A \ A; € A’, und damit auch
A = (A\A;)UA,; € A'. Die Eindeutigkeit folgt aus der Minimalitat. [ |
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Lemma 3.23. Sei (X, £, ]) ein vollstandiger Stone’scher Integrationsraum. Dann ist der
zugehorige Mafiraum (X, A, u) vollstdndig im Sinne von Definition 3.20.

Beweis. Sei N eine Nullmenge und A C N. Dann ist 1y eine nichtnegative mess-
bare Funktion mit J(1y) = 0 < oo, also nach Lemma 2.28 in £ enthalten. Weiter ist
oo - 1y (als monotoner Grenzwert der Funktionenfolge f, := n - 1\) eine Levifunk-
tion. Die Indikatorfunktion 1, unterscheidet sich von der Levifunktion co - 1y nur an
deren Unendlichkeitsstellen, ist also nach Vollstandigkeit von (X, £, J) in £ enthalten.
Damit ist A € A, was zu zeigen war. u

Ein Blick auf den Beweis Approximationssatzes 2.33 zeigt, dass dieser wie folgt ver-
schérft werden kann.

Approximationssatz 3.24. Sei (X, V,]) ein Integrationsraum und sei (X, V,]) die mini-
male Lebesgue-Erweiterung. Dann existiert zu jedem f € 'V eine Folge (f,) von Funk-
tionen in V mit J(|f — f,|) — 0, und so, dass f,(x) — f(x) fiir alle x € X \ N, fiir eine
Nullmenge N.

Beweis. Im Beweis des Approximationssatzes 2.33 wurde zu gegebenem f € V eine
Funktionenfolge (f,) in V mit J(|f — f,,|) — 0 konstruiert, die zusatzlich punktweise
auf X\ N gegen f konvergiert, wobei N die Menge der co-Stellen einer Levifunktion F
war. Jede solche Menge N ist aber sicherlich eine Nullmenge, da ansonsten J(F) = co
gelten wiirde, im Widerspruch dazu, dass F eine Levifunktion ist. |

Ist (X, A, u) ein Pramafiraum und A, C A das Teilsystem der Mengen mit endlichem
Mass, so ist die Lebesgue-Vervollstindigung des zugehorigen elementaren Integra-
tionsraumes (X, 8(Ay),J,) ein vollstindiger Lebesgue’scher Integrationsraum (siehe
Korollar 3.12). Dieser ist aber nicht unbedingt Stone’sch, wir erhalten also nicht unbe-
dingt ein induziertes Mafi. Um dies zu erreichen miissen wir die folgende Zusatz-
annahme machen.

Definition 3.25. Ein Pramafiraum (X, A, u) heif$t o-endlich, falls eine Folge A4, A,, ...
von Mengen in A mit pu(A,) < co und U2, A, = X existiert.

Lemma 3.26. Ist der Pramafiraum (X, A, ) o-endlich, so ist die Lebesgue-Vervoll-
standigung von (X, 8(Ao), J,.) ein Stone’scher Integrationsraum.
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Beweis. Ist Ay, A;,... eine Folge von Mengen in A, mit Vereinigung X, so konvergiert
die Folge der Funktionen 14,u..ua, € 8(Ao) punktweise gegen 1x, also ist X eine
messbare Menge fiir das von der Vervollstindigung induzierte Maf3. |

Erweiterungssatz fiir Pramafle 3.27. Fiir einen o-endlichen Pramafiraum (X, A, ) sei
(X, A, i) das von der Lebesgue-Vervollstindigung von (X, 8(A), J,.) induzierte Mag.
Dann ist A die Vervollstindigung der von A erzeugten o-Algebra o(A) und fi ist eine
Fortsetzung von p.

Beweis. Fir A € A gilt

i(A) =Tu(1a) = Ju(1a) = u(A),

wiahrend fiir A mit p(A) = oo nach wie vor fi(A) = oo gilt. Also ist fi tatsdchlich eine
Fortsetzung von .

Da A vollstindig ist und eine o-Algebra ist, ist die Vervollstindigung von o(A) in
A enthalten. Fiir die umgekehrte Inklusion beweisen wir zunichst die folgenden
beiden Hilfsaussagen:

(1) Sei A € A eine Menge mit endlichem Maf. Dann existiert fiir jedes ¢ > 0 eine Menge
M e o(A) mit f(M) < eund AUM € o(A).

Zum Beweis wihlen wir Levifunktionen F und G mit1,+G = F (beachte: 14 € S(A)).
Wir setzen

M:={G(x) >3}

Es gilt dann
AUM=AU{GKx) >3} ={F(x) > 3}.

Um zu sehen, dass beide Superniveaumengen in o(A) enthalten sind, wahlen wir
Folgen (G,) und (F,) in 8(Ay) mit G, ,* G und F, A F. Dann gilt

M={Gx) >3} =J{Gx) >3}, {Fx)>1}=J{Fx >3}.
n=1 n=1

Da die Superniveaumengen der Funktionen F, und G, in A enthalten sind, sind
beide Mengen in o(A) enthalten. Wegen Lemma 2.21 kénnen wir G so wiahlen, dass
G > O0und T’;L(G) < ¢/2. Dann gilt 1y < 2G(x), also

1(x)du(x) < zj* G(x)du(x) < ¢
X

(M) = |

X
Dies zeigt die Aussage.

(2) Fiir jede Menge A € A eine Nullmenge N € o(A) existiert mit AUN € o(A).
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Zunichst nehmen wir fi(A) < oo an und wéhlen unter Benutzung der obigen Aus-
sage eine Familie (M,,) von Mengen in o(A) mit A UM, € o(A) und g(M,) — 0.
Dann ist

(MAUM. =AU (M, € 0(A),
n=1 n=1
wobei N := ("7 ; M,, eine Nullmenge ist.
Fiir beliebiges A € A sei (A;) eine Familie von Mengen in A mit A = (J°; A; und

fi(A;) < co. Dann existieren Nullmengen N; € o(A) mit A; UN; € o(A) und also mit
N = U5, N; auch

AuN:UAiuNiea(A).

i=1

Wir zeigen schlieflich, dass A in der Vervollstindigung von o(A) enthalten ist. Sei
A € A. Wegen der obigen Hilfsaussage existiert eine Nullmenge N € o(A) so, dass
A U N in o(A) enthalten ist. Genauso existiert eine Nullmenge N’ € o(A) mit (X \
A)UN'’ € o(A), also auch

X\ (X\A)UN') = AN (X\N') € o(A).

Damit gilt
A;=ANX\N)CACAUN=A,;
mit A;, A; € o(A). Damit ist A in der Vervollstindigung von A enthalten. |
Beispiele 3.28.

(a) Ist (X, L, ]) eine Lebesgue’scher Integrationsraum und ist A C X messbar, dann ist
(A,L|A, IA) mit L’A = {ﬂA | fe L} und

Ja(f) = J(f - 1a)
wieder ein Lebesgue’scher Integrationsraum.

(b) Ist (X, A, 1) ein Mafsraum und A € A, dannist (A, ANA,uy) mit ANA:={BNA|
B € A}und

ua(B) =u(BNA)
wieder ein Mafsraum.

Ist A eine abzdhlbare Vereinigung von Mengen mit endlichem Maf3 (beispiel-
sweise wenn (X, A, i) o-endlich ist), so gilt: Ist (X, £,,],.) der zu (X, A, n) gehorige
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Mafiraum, so ist (A, Lyla,Jula) der zu (A, A N A, pa) gehorige Integrationsraum.
Mit anderen Worten: Es gilt

j i) =J oAbl
A X

fiir das zugehorige Integral.

Ohne die Voraussetzung an A ist die rechte Seite der obigen Formel im Allge-
meinen nicht definiert, da die Funktion 1, nicht unbedingt £ ,-messbar sein muss.
(Zur Erinnerung: Um das Integral (X, £, J.) zu konstruieren, schranken wir uns
zundchst auf die Mengen endlichen Maf3es ein.)

4 Das Lebesgue-Integral in R¢

Sei A4 das Pramaf auf dem Mengenring Q4 der halboffenen Quader in R? aus Beispiel 3.7.
Satz 3.11 liefert dann ein Elementarintegral [, auf dem Raum der Treppenfunktionen
uber Q4. Wir benutzen die uibliche Notation

J f(x)dx = J(f) (4.0.1)
]Rd

tiir das zugehorige Integral.

Definition 4.1 (Lebesgue-Integral). Das d-dimensionale Lebesgue-Integral ist die
Lebesgue-Erweiterung (R4, £L(RY), [ ra) des oben beschriebenen Integrationsraumes

(Rd) S(Qd)) J‘Rd)-

Beispiel 4.2. Ist f : R — [0,00) eine stiickweise stetige Funktion, so ist f &
L(R%Y)* enthalten, und ihr verallgemeinertes Lebesgue-Integral kann als uneigentliches
Riemann-Integral berechnet werden:

J*n f(x)dx = lim J'ja f(x)dx .

n—oo

Dies folgt, da f punktweise monoton von unten durch integrierbare Treppenfunktio-
nen approximiert werden kann. Ist das uneigentliche Riemann-Integral endlich, so ist
f sogar Lebesgue-integrierbar.
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Ohne die Annahme der Positivitit der Funktion f ist die Aussage falsch, wie das
Beispiel

flx) = sin(x)

X

zeigt. Diese Funktion ist uneigentlich Riemann-integrierbar, aber nicht Lebesgue-
integrierbar, weil das verallgemeinerte Integral von |f| unendlich ist.

Da R? eine Vereinigung abzdhlbar vieler Quader ist, ist die Lebesgue-Erweiterung
(X, L(RY), Jra) ein Stone’scher Integrationsraum. Nach Satz 3.17 erhalten wir also
einen MafSraum (R¢, A4, Aq) durch die Definition

}\d(A) = J lA(X)dX .

R4

ein Maf auf R4.

Definition 4.3. Das oben beschriebene Mafs A4 heifst Lebesgue-Mafs.

Der Nachweis der Bewegungsinvarianz des Lebesgue-Mafies gestaltet sich allerdings
mit dieser “achsenparallelen Definition” als schwierig. Unten geben wir daher eine an-
dere Konstruktion des Lebesgue-Integrals an, die auf dem ein-dimensionalen Riemann-
Integral basiert.

4.1 Das iterierte Riemannintegral

Seia > Ound f € C([—a,a]®,R) eine stetige Funktion. Seien X1, ..., Xi—1,Xii1y- -, Xq
(der i-te Index ausgelassen) so, dass x; € [—a, a]. Dann ist

Xi — f(X],...,Xi,...,Xd)

eine stetige, Funktion von nur einer Variable. Daher existiert das eindimensionale
Riemann-Integral iiber die i-te Variable.

Lemma 4.4. Die resultierende Funktion
a
(X],...,Xi_hXH_], . ..,Xd) — J f(X],...,Xi,...,Xd)dXi.
—a

ist stetig.
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Beweis. Da zu einer stetigen Funktion f in d Variablen die neue Funktion f, die man
durch eine beliebige Permutation der Variablen erhilt, wieder stetig ist, gentigt es,
den Fall i = d zu zeigen. Wir schreiben x = (x/, xq) mit x’ € R4 und x4 € R, sowie

F(x') ::J f(x', xq)dxq, vx' e R,

Da [—a, a]? kompakt ist, ist f gleichmdBig stetig. Zu gegebenem ¢ > 0 existiert also
ein & > 0 so dass [f(x) — f(y)| < ¢/2a fiir alle x,y € R mit [x —y| < §. Falls daher
X" —y’| <9, s0gilt

[F(x') = Fly) =

J f(X"Xd)dXd—J f(y’,xa)dxq

—a

< j 1F0x', xa) — F(y", xa)| dxa

¢ ¢
< Ja ded =,

Damit ist F (gleichméfig) stetig. |
Wiederholte Anwendung von Lemma 4.4 erlaubt die folgende Definition:

Definition 4.5. Das iterierte Riemmann-Integral einer Funktion f € C([—a,al?,R) ist
definiert als die reelle Zahl

J df(x)dx::J J f(X1yeeeyxq)dxy -+ - dxq . 4.1.1)
[—a,a] —a —a

Die Maximumsnorm, gegeben durch
[1f]lco == max [f(x]] ,
x€R4
macht C([—a, a]¢,R) zu einem normierten Vektorraum (er istsogar vollstindig, also
ein Banachraum). Das folgende Lemma sagt, dass das iterierte Riemann-Integral ein

beschranktes Funktional beziiglich dieser Norm ist. Es folgt direkt aus der tiblichen
Standardabschétzung fiir eindimensionale Riemannintegrale.

Lemma 4.6 (Standardabschétzung). Fiir alle f € C([—a, a]*,R) gilt

J' f(x)dx| < (2a)¢- ||| 0o-
[—a,ald
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Hier haben wir die folgende Aussage:

Eine Funktion f : RY — R heiflt kompakt getragen bzw. hat kompakten Triiger, falls es eine
kompakte (dquivalent, beschrankte) Menge K C R gibt, so dass f(x) = 0 gilt fiir alle
x € R4\ K. Wir schreiben

C.(RY) = {f € C(RY,R) | f hat kompakten Trager}

fiir den Raum der stetigen Funktionen mit kompaktem Trager. Fiir a > 0 ist die Ein-
schrankung f||_, 44 einer Funktion f € C.(R%) in C([—a, a]?, R) enthalten, also existiert
das iterierte Riemann-Integral dieser Einschrankung.

Definition 4.7. Das iterierte Riemann-Integral einer Funktion f € C.(RY) ist definiert als

J f(x)dx := limJ f(x)dx. 4.1.2)
Rd [~a,a]d

a—oo

Bemerkung 4.8. Sei f € C.(R%). Esist leicht zu sehen, dass sich das Integral von f|;_g ja
nicht mehr dndert, sobald a so grofs ist, dass f(x) = 0 fiir alle x aufSerhalb von [—a, ald
(ein solches a existiert, da f kompakten Trdger hat). Man muss also in Wirklichkeit
keinen Grenzwert bilden, um die rechte Seite von (4.1.2) zu berechnen.

4.2 Beziehung zum Lebesgue-Integral

Um das iterierte Riemann-Integral mit der Lebesgue’schen Integrationstheorie in Verbin-
dung zu bringen, brauchen wir den folgenden

Satz 4.9 (Dini). Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum und sei (f,,) eine monoton fall-
ende Folge mit f,, ™\, 0. Dann konvergiert (f,,) sogar gleichmassig.

Beweis. Sei e > 0 gegeben. Setze
U, = {X € X| |fn(x)| < E}

Wegen Stetigkeit der f, sind die Mengen U, offen. Da f,, monoton fillt, ist jeder
Punkt von X in einer Mengen U,, enthalten, das System U, bildet also eine offene
Uberdeckung von X. Wegen Kompaktheit wird X von endlich vielen der Mengen U,
tiberdeckt.

Da die Folge (f,,) monoton fallend ist, gilt andererseits U, C U, fiir allen € N. Da
X aber schon von endlich viele Mengen U,, C --- C U, tiberdeckt wird, muss in

43



Wirklichkeit X = U,,, gelten. Das bedeutet aber ||f,|s < € fiirallen > ny. Dae >0
beliebig war, folgt die Aussage. |

Korollar 4.10. Das iterierte Riemann-Integral
]: C(RY) — R, J(f) := J f(x)dx
R4

ist ein Elementarintegral.

Beweis. Linearitat ist offensichtlich, und Positivitét folgt aus der Positivitdt des ein-
dimensionalen Riemann-Integrals, zusammen mit der Beobachtung, dass fiir posi-
tives f die Funktion F von Lemma 4.4 wiederum positiv ist.

Fiir die Nullstetigkeit von oben sei (f,) eine Folge in C.(R%) die punktweise gegen

monoton von oben gegen Null konvergiert, f, N\, f. Sei a > 0 so grof3, dass f;(x) =0

fiir alle x ¢ [—a, a]d. Da (f,) monoton von oben gegen Null konvergiert, gilt auch

fn(x) = 0 fiir alle x ¢ [—a, a]%. Wenden wir den Satz von Dini auf die eingeschriankte

Folge (fy|j_q,q¢) von stetigen Funktionen auf dem kompakten Hausdorff-Raum [—a, a]
an, so erhalten wir, dass diese Folge (und damit auch die Folge (f,,)) sogar gleich-

maflig gegen Null konvergiert. Also existiert zu ¢ > 0 einny € N so, das ||fn||e < €

fiir alle n > ny. Wegen der Standardabschédtzung, Lemma 4.6, gilt daher

0< J fa(x)dx < (2a)? - |[fulle < (2a)* - &
R4

sobald n > n,. Die Folge der Integrale konvergiert also gegen Null. |

Lemma 4.11. Seien X4, F4 und O4 die Systeme der kompakten bzw. abgeschlossenen
bzw. offenen Teilmengen von RY. Dann erzeugen X4, F4 und Q4 dieselbe o-Algebra
Ba.

| Beweis. Ubungsaufgabe. u

Definition 4.12. Die o-Algebra B4 aus Lemma 4.11 heifst die Borel’sche 0-Algebra von
R4,
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Satz 4.13. Die Lebesgue-Vervollstindigung des iterierten Riemann-Integrals stimmt
mit dem Lebesgue-Integral aus Definition 4.1 iiberein. Insbesondere ist die
Lebesgue’sche o-Algebra die Vervollstindigung der Borel’schen o-Algebra.

Beweis. Sei (R4, C.(R9),]) die Lebesgue-Vervollstindigung des iterierten Riemann-
Integrals, sei (R%, A, u) der zugehorige Mafiraum und sei Ay C A das Teilsystem der
Mengen A mit pu(A) < oo.

Jede kompakte Menge A C RY tritt als Niveaumenge einer stetigen Funktion auf,
beispielsweise von

1 wennx € A
f(x) =< 1—d(x,A) wennd(x,A) <1 mit d(x,A) = ire1/£ Ix —yl .
0 andernfalls , ’

Da Niveaumengen integrierbarer Funktionen messbar sind (Beispiel 3.18), sind damit
alle kompakten Mengen in A enthalten. Da A eine o-Algebra ist, ist mit Lemma 4.11
auch Q4 C A. Es gilt offenbar sogar Qg4 C Ay.

Wir zeigen, dass u(Q) = Aq(Q) fiir alle Q € Q4. Hierzu reicht es, die Mengen Q =
[a,b) der d-dimensionalen Quader zu betrachten. Zu einem solchen Quader und
¢ > 0 betrachten wir

d
fo(x) =] [ fitx),
i=1
wobei f;(t) die stiickweise affin-lineare Funktion mit den Knoten
fi(ai—s):O, fig((li):1, f;(bl—(i) :1, f;(bl) =0

ist.

Das Riemann-Integral von f! betrdgt b; — a; (unabhéngig von ¢) und damit erhalten

wir
d  peo d

0 =T]|  fvae=]Tto-a

i=1
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fiir das iterierte Riemann-Integral von f.. Andererseits konvergiert f, punktweise
gegen die Indikatorfunktion von 1, ) und damit gilt

d

J(Liaw) =limJ(fe) = [ J(b: — )

i=1

nach dem Satz von Lebesgue iiber die dominierte Konvergenz 2.31 (eine integrier-
bare Majorante ist hier Koordinatenweise leicht anzugeben). Also gilt

d
k(la, b)) =J(1ap) = | [(bi — @) = Aa(la, b))
i=1

Dies zeigt, dass (R% C.(R%),]) eine vollstindige Erweiterung von (R?, £(R?), [4.)
ist.

Es bleibt zu zeigen, dass C.(R4) = £L(R?) gilt. Wegen der Minimalitit der Lebesgue-
Erweiterung reicht es hierfiir zu zeigen, dass C.(R%) C L(RY). Sei f € C.(R?) mit
Tréager in einem Quader [a,b). Dann kann f punktweise monoton von unten durch
in [a,b) getragene Treppenfunktionen in §(Q4) approximiert werden. Jede solche
approximierende Folge ist eine Levifolge, da das Integral der Funktion |/f|| - 1jap)
eine obere Schranke fiir die Integrale der approximierenden Funktionen ist. Damit
ist f € L(RY), da (X, L(R?), [a) ein Lebesgue’scher Integrationsraum ist. |

Satz 4.14 (Regularitdt des Lebesguemafles). Eine Teilmenge A C R? ist Lebesgue-
messbar mit Aq(A) < oo genau dann, wenn zu jedem ¢ > 0 eine kompakte Menge K
und eine offene Menge U existieren mit K C A C U sowie Aq(U) < oo und Aq(U\K) < e.

Insbesondere ist

Aa(A) =sup {A(K) | K C A kompakt} = inf {A(U) | U D A offen} .

Proof. (=) Sei A € A eine Lebesgue-messbare Menge mit A4(A) < oo, also dquiv-
alent 14 € L(R%). Sei ¢ > 0 mit ¢ < 1. Da nach Satz 4.13 £(R?) die Lebesgue-
Vervollstindigung des iterierten Riemann-Integrals auf C.(R%) ist, existieren Levi-
funktionen F, G € C.(R%)* so, dass

1, +G=F,

wobei G nach Lemma 2.21 positiv und mit f;f&d G(x)dx < ¢/6 gewdhlt werden kann.
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Sei (F,,) eine Folge in C.(R%) mit F, ' F. Die Menge
U:={F(x)>1—¢} = U{Fn(x) >1—¢}
n=1

ist offen, da die F,, stetig sind. Fiir x € A gilt wegen Nichtnegativitdt von G, dass
F(x) =1Ao(x) +G(x) >1>1—¢,
also x € Uund damit A C U. Fiirx € U\ A gilt
1—e < F(x) =1a(x) + G(x) = G(x),

also (1 —¢) - Tyya < G und daher

u(u\A)zj*dm\A(x)dxs ! J Glx)dx < —— .

<
R 1—¢ Jpa 1—¢

£
3

| ™

Zur Konstruktion von K wahlen wir zunédchst einen beschrankten, abgeschlossenen
Quader Q, der A bis auf eine Menge von Maf3 ¢/3 enthilt, also

MANQ) < 5

Dann ist Q \ A messbar mit endlichem Volumen und nach obiger Konstruktion ex-
istiert eine offene Menge V O (Q \ A) mit A4(U) < co und Aq(V\ (Q\ A)) < ¢/3. Die
Menge K := Q \ V ist dann kompakt und es gilt

K=QNERN\VICQNR'\(Q\A) =QNACA.
Wegen Q \ K =V folgt aufSerdem
Aa(ANK) =Aa(A\ Q) +Aq((QNAJ\K)
< S +M(Q VKN (Q\A))

3
< HAVAQVA) £2-5,
also c ¢
Ad(UN\K) =Ag(U\A) +Aq(A\ K) §§+2~§:e.

(&) Fiir A C R beliebig seien (K,,) und (U, ) Folgen von kompakten bzw. offenen
Mengen in R4 mit K, € A C U,, und A4(A, \ K,) — 0. Dann sind

Av=JKy,  Az=()Un
n=1 n=1

messbar mit Aq(A; \ A;) = 0 und es gilt A; C A C A,. Damit ist A wegen Voll-
standigkeit des Lebesgue-Mafies ebenfalls messbar. Ist zudem A4(U,) < oo fiir min-
destens ein 1, so gilt A4(A) < oo. [ |
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4.3 Die Transformationsformel

Das Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis der fundamentalen

Transformationsformel 4.15. Sei @ : RY — R? ein C'-Diffeomorphismus und sei f €
L(RY). Dann gilt
J f(D(x)) - |detDD(x)|dx = J f(x)dx. (4.3.1)
R4 Rd

Insbesondere ist der Integrand auf der linken Seite in £(RY) enthalten.

Zur Erinnerung: Ein C'-Diffeomorphismus ist eine stetig differenzierbare und invertier-
bare Abbildung @ : R — R?, deren Umkehrfunktion @' ebenfalls stetig differenzier-
bar ist. Im obigen Satz ist D@ (x) € Matgxq(R) die Jacobimatrix von @. Da @ stetig
differenzierbar ist, ist die Jacobideterminante det D® eine stetige Funktion auf RY. Thr
Produkt mit der stetigen, kompakt getragenen Funktion f o @ ist dann wieder stetig
und kompakt getragen, ihr iteriertes Riemann-Integral also wohldefiniert.

Bemerkung 4.16. Ist der Trdger von f € C.(R?) in einer offenen Menge V C R? enthal-
tenund ist ® : RY D U — V ein Diffeomorphismus, der nur auf einer Teilmenge U
definiert ist, dann ist die Funktion (fo @) - det D® eine stetige Funktion auf U und ihre
Nullfortsetzung ist eine stetige Funktion mit kompaktem Trager in R%. Die Transfor-
mationsformel (4.3.1) gilt auch in diesem Fall.

Lemma 4.17. Es geniigt, die Transformationsformel fiir alle Funktionen f € C.(R%) zu
beweisen.

Beweis. Sei F € C.(R%)* eine endliche Levifunktion und sei (F,,) eine Folge in C.(R%)
mit F,,  F. Dann gilt

Fo(@(x))|detD®(x)| / F(@(x))| det DO (x)]
fiir alle x € RY. Ist die Transformationsformel fiir Funktionen in C.(R¢) bekannt, so
gilt
J F(®(x))|detD®(x)| dx = limJ Fo(@(x))|det DO (x)| dx
R4

Rd n—oo

= lim J Fn.(x) dx
Rd

= J F(x) dx,
R4
also hat F(®@(x))|det D®(x)| endliches verallgemeinertes Integral und ist damit eine
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Levifunktion.

Ist nun f € £(RY) mit einer Darstellung f + G = F durch Levifunktionen, so gilt die
Transformationsformel fiir F und G, und damit auch fiir f. |

Lemma 4.18. Die Transformationsformel (4.15) gilt fiir solche Diffeomorphismen, die
durch Permutationen von Koordinaten gegeben sind, d.h.,

d)(x1,...,xd) = (XUU),...,XG(d)) (4.3.2)

fur eine Permutation o € Sg.

Bemerkung 4.19. Da die Jacobideterminante detD® in diesem Fall konstant gleich
eins ist, sagt das obige Lemma sagt aus, dass das iterierte Integral unabhéngig von der
Reihenfolge ist, in der die Variablen ausintegriert werden. In anderen Worten, man hat
die Identitat

J J f(x1,...,x1)dx0(d)---dxgm:J J f(X1yeeeyx7)dxy - - - dxq.  (4.3.3)

fiir jede Funktion f € C([—a,a]?,R). Diese Aussage folgt auch aus dem spéter zu
beweisenden Satz von Fubini.

Beweis. Wegen Lemma 4.17 geniigt es, Funktionen f in C.(R%) zu betrachten. In
diesem Fall ist die Identitat (4.3.3) ist sofort offensichtlich, falls f ein Produkt von
eindimensionalen Funktionen ist,

fxay..yxa) = fila) - - falxa)
da fiir solche “Produktfunktionen” gilt

J[_a,a}a f(x)dx = J_ e J_ f1(x7) -+ - fa(xq)dx; - - - dxq = ﬁ J o (xe)dx

i=1 v~¢@

was offenbar invariant unter Vertauschung der Variablen ist. (Hierbei ist a so grof3,
dass der Trdger von allen f; in [—a, a] enthalten ist.) Aufgrund der Linearitat gilt
die Aussage des Lemmas weiterhin fiir Linearkombinationen von solchen Produkt-
funktionen, also auf den von Produktfunktionen erzeugten Untervektorraum V C
C([—Cl, a]da R)

Sei
®*: C([—a, a],R) — C([—a, a4, R), fr—fod

die Vorverkettungsabbildung mit ®. Mit dieser Notation ist die Aussage des Lem-
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mas dquivalent zur Gleichheit

J o, = J (4.3.4)
[—a,a]d [—a,a]d

linearen Funktionalen auf dem Raum C([—a, a]4,R). ®* ist offenbar linear und be-
schrankt (sogar norm-erhaltend), da sich das Maximum einer Funktion durch eine
Permutation der Argumente nicht dndert. Da [ . wegen Lemma 4.6 beschrénkt
ist, ist [_, 4a o@* als Verkettung von beschrankten linearen Abbildungen ebenfalls

beschrankt

Wir werden nun benutzen, dass der Unterraum V beziiglich der Maximumsnorm
dicht in C([—a, a]%,R) liegt, d.h., jede stetige Funktion f : [—a,a]® — R kann gle-
ichméfiig durch Linearkombinationen von Produktfunktionen approximiert werden.
Dies kann man etwas miihsam elementar beweisen, es folgt aber auch direkt aus
dem untenstehenden Satz von Stone-Weierstrafs aus der Funktionalanalysis, den wir
in dieser Vorlesung nicht beweisen wollen (beachte: V ist sogar eine Unteralgebra!).

Aufgrund der Rechnung fiir Produktfunktionen gilt (4.3.4) auf dem dichten Unter-
raum V. Es ist nun eine grundlegende Aussage der Funktionalanalysis, dass zwei
beschriankte lineare Abbildungen, die auf einem dichten Unterraum {iibereinstim-
men, schon gleich sein miissen. Daher gilt (4.3.4) auf ganz C([—a, a]®,R), was zu
zeigen war. n

Satz von Stone-Weierstrafs 4.20. Sei X ein kompakter Hausdorffraum und sei V C
C(X,R) eine Unteralgebra mit folgenden Eigenschaften:

(i) Vist punktetrennend ist, d.h., zu x,y € X, x # y, existiert f € V mit f(x) # f(y);

(ii) Zujedem x € X existiert ein f € V mit f(x) # 0.

Dann ist V dicht beziiglich der Maximumsnorm.

| Ein Beweis... findet sich zum Beispiel in [Werner, Funktionalanalysis, Satz VII1.4.7] R

Lemma 4.21. Die Transformationsformel (4.3.1) gilt, falls ® die Form
O (x',xq) = (xs @(xyxa)) (4.3.5)

hat, mit einer Funktion ¢ : R¢ — R.

Im obigen Lemma haben wir Elemente x € R? wieder als x = (x/,xq) mit x’ € R
und x4 € R geschrieben.
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Beweis. Wir haben

1 0
D¢ = :
¢ ] R
29 _0¢ 09
ox; 0Xq—1 0xq
also "
detD® = -2
aXd

Seinun f € C.(R?) und a so grofs, dass sowohl f als auch fo ® aulerhalb von [—a, a]¢

verschwinden. Unter Benutzung von Bemerkung 4.19 und der eindimensionalen
Substitutionsregel gilt dann

J (fo®d) - |detDD(x)|dx
Rd

a a (p(xl)a)
= J . J (j:J f(x’,xd)dxd> dxq - - - dxg1
—-a —-a ¢(x',—a)

Das Vorzeichen richtet sich danach, ob a%% positiv oder negativ ist. Im ersteren Fall
ist p(x’,—a) < @(x’,a) und man hat kein Vorzeichen, wihrend im zweiten Fall
e(x'ya) < @(x',—a) und ein Vorzeichen auftritt, welches durch Vertauschen der
Integrationsgrenzen wieder beseitigt werden kann. Wahlt man nun a so grof3, dass
sowohl der Trager von f als auch der Trager von f o @ in [—aq, a]? enthalten ist, dann
stimmt das innere Integral mit

dxd) dxq - - dxg_q

J f(x',xq)dxq

tiberein, und das Resultat folgt. |

Lemma 4.22. Sei @ : R — R¢ ein Diffeomorphismus und x, € R%. Nach Permutation
der Variablen existiert eine Umgebung U von x,, so dass

Ofy = @1 0 Oafy
wobei @ die Form (4.3.5) und @, die Form
CDZ(X/)Xd) = (q)é(X) xd)>xd)

hat.
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Beweis. Wir schreiben ®(x) = (®'(x), ¢(x)) mit Funktionen ®’ : R¢ — R%" und
¢ : RY = R. Da @ invertierbar ist, ist der Rang der Matrix D®'(x,) maximal, also
d — 1. Daher existiert 1 <1 < d so, dass

(DCD’(XO)>
B

invertierbar ist, wobei e; € R der i-te Einheitsvektor ist. (Ansonsten wire jeder der
Vektoren e/ im Erzeugnis der Zeilenvektoren von D®’(x,) enthalten, was aus Di-
mensionsgriinden nicht moglich ist.) Nach einer Permutation der Variablen kénnen
wir annehmen, dass 1 = d ist. Die obige Matrix ist dann die Jacobimatrix bei x = x,
der Funktion

Dy(x) = (D'(x),xa) -

Nach dem Satz tiber die Umkehrfunktion existiert daher eine offene Umgebung U
von x,, auf der @, invertierbar ist. Wir setzen ®; = @ o (®,|y)~" und setzen diese
Abbildung fort zu einem Diffeomorphismus auf ganz R¢ (hierzu verkleinern wir U
ein wenig, falls noétig). Nach Konstruktion gilt dann

Oq(x) = (X/> ®1 (X))) X = (X/,Xd),

fiir eine Funktion ¢; : R — R. Dies schlieit den Induktionsschritt ab. |

Wir kénnen nun die Transformationsformel im allgemeinen Fall beweisen.

Beweis der Transformationsformel 4.15. Wegen Lemma 4.17 gentigt es, Funktionen f in
Cc(R%) zu betrachten.

Der Beweis der Transformationsformel erfolgt per Induktion iiber die Dimension d.
Die Transformationsformel in Dimension d = 1 ist einfach die Substitutionsregel fiir
das Riemann-Integral aus der reellen Analysis (bzw. Lemma 4.21). Wir betrachten
nun d > 2 und nehmen an, dass die Transformationsregel in Dimension d — 1 gilt.

Sei f € C.(RY). Sei K C R? kompakt so, dass fo® auflerhalb von K verschwindet. Wir
nehmen zundchst an, dass eine offene Menge U O K existiert, so dass @ (evtl. nach
Koordinatenpermutation) eine Faktorisierung @y = ®; o @,[y wie in Lemma 4.22
zuldsst. Dann gilt auf U, dass

f(D(x)) - |det DD(x)| = f(D1(D;(x)))| det(DD;) (D2(x)) - det (DD(x))]
= g(D2(x)) - | det (DD2(x))] ,

wobei g := (f o @¢) - |det DD, } Da @, = (®;(x’,xq),xq), gilt

D
detD®; = det | o0 :

6xd

0
> =detD®; .

52



Aufgrund der Induktionsvoraussetzung gilt

J f(@(x)) - |det DD (x)] dx :J g(@2(x)) - [det DD, (x)| dx
Rd Rd

- Jm (JRd1 g((Dé(X/’Xd)’Xd)’ det (D(Dﬁ(x’,xf)” dX,) dxq

= J ([ g(x'yxq) dx’> dxq
—00 Rd—l

= JRd g(x)dx.

Wegen Lemma 4.21 gilt die Transformationsformel fiir @4, also
J g(x)dx = J f(CD1 (x))l detD®,(x)|dx = J f(x)dx .
Rd Rd Rd
Dies zeigt, dass die Aussage im Spezialfall gilt.

Im Allgemeinen Fall tiberdecken wir den kompakten Trdger von f mit offenen Men-

genUy,...,U,, so dass die Einschrankungen ®|y, so faktorisieren wie in Lemma 4.22.
Sei x1,...,Xn eine untergeordnete Partition der Eins fiir die offene Uberdeckung
O(Uy),...,P(U,), also eine Ansammlung von stetigen und beschrankten Funktio-

nen auf RY, so dass x1+- - -+, = 1 and so, dass der Trdger von x; in @ (U;) enthalten
ist. Aufgrund des Spezialfalles gilt dann

J f((D(x)) -|detD®(x)|dx = iJ Xi(x) -f((D(x)) -|detD®(x)| dx
R4

i=1
n

_ J Xi(ch (XD f(x) dx = J f(x) dx .
Rd

Rd

Dies beweist die Transformationsformel im Allgemeinen Fall. |

Die Transformationsformel fiir euklidische Bewegungen liefert nun:

Korollar 4.23. Das Lebesguemaf auf R? ist bewegungsinvariant.
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4.4 Die Kantormenge

Die Kantormenge ist eine spezielle Teilmenge C C R, die als Schnitt

C= ﬁ Cn
n=0

von abgeschlossenen Teilmengen C,, C R definiert ist. Hierbei ist Cy = [0, 1] das Ein-
heitsintervall, und C; entsteht aus C,, indem das mittlere Drittel entfernt wird, also
das offene Intervall U, = (%, %),

C; =Co\ Up.

Die Menge C; = [0, 1] U [3, 1] besteht also aus der Vereinigung von zwei abgeschlosse-
nen Intervallen. Die Menge C, entsteht dann aus C;, indem man wieder von jedem der

beiden Intervallen das mittlere Drittel entfernt,

CzZC]\U] :[O,%]U[%,%]U[%,g]U[%,H, mit U, :(%,

oINS

JU(5,3) .

Dieser Prozess wird induktiv fortgesetzt, um die Menge C,, zu erhalten. Die Menge C,
besteht also aus der disjunkten Vereinigung von 2™ abgeschlossenen Intervallen der
Lange (3)". Umgekehrt ist die offene Menge [0, 1] \ C,, die disjunkte Vereinigung der
Mengen U,,, wobei jedes U, aus 2" offenen Intervallen der Lange (%)““ besteht. Wir
erhalten

00 00 [} n+1 o n
A([O,ﬂ\C):A(Uun)=Z>\(un)=Zzn.G> :%Z@) 1,
n=1 n=0 n=0

n=0

also

d.h. C ist eine Lebesgue-Nullmenge.

Andererseits ist die Cantormenge gleichméchtig zu R. Dies kann man einsehen, indem
man eine Zahl x € [0, 1] in ihrer triadischen Darstellung

X:O,a1a2a3a4~--:Zan3’”, a; €{0,1,2},
n=I1

ausdriickt. Dann ist x in C; genau dann, wenn a; # 1, genauer gesagt, wenn x eine
triadische Darstellung mit dieser Eigenschaft besitzt (die triadische Darstellung ist,
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wie alle p-adischen Darstellungen, nicht eindeutig, da beispielsweise 0,022222 = 0, 1).
Analog gilt, dass x in C,, enthalten genau dann wenn eine triadische Darstellung fiir x
mit a;,...,a, € {0,2} existiert. Im Limes ist x in C genau dann wenn a; € {0, 2}, also
wenn in einer triadischen Darstellung von x keine Einsen vorkommen.

Damit liefert jede Abbildung N — {0, 2} ein Element der Cantormenge. Die Menge
solcher Abbildungen ist {iberabzdhlbar (Cantors Diagonalargument), aber man kann
C nicht direkt mit dieser Menge identifizieren, da gewisse triadische Darstellungen
dieselbe reelle Zahl ausdriicken (periodische Briiche: 0,2222 ... = 1). Man erhalt aber
eine Bijektion

C—[0,1],

indem man alle Zweien in einer Eins-freien triadischen Entwicklung einer Zahl x € C
durch Einsen austauscht und das Ergebnis als dyadische Entwicklung interpretiert.
Wir erhalten also folgendes Ergebnis:

Satz 4.24. Es gibt iiberabzidhlbare Nullmengen fiir das Lebesgue-Mafl im R¢.

Bemerkung 4.25. Direkt aus obigem Satz erhilt man die Folgerung, dass die Lebesgue-
o-Algebra (also die o-Algebra A, auf der das Lebesgue-Maf§ gemédfs Definition 4.3
definiert ist) echt grofSer ist als die Borel-o-Algebra B, also die vom System der offe-
nen Mengen erzeugte o-Algebra: A ist die Vervollstindigung von B. Ein Beispiel einer
nicht Borel-messbaren Nullmenge in R ist der Schnitt der Menge V aus dem Beweis
von Satz 1.4 mit der Cantormenge C.

Eine Variation C’ der Cantormenge erhdlt man, wenn man in der obigen Konstruktion
das mittlere von zwei Filinfteln entfernt. In diesem Fall besteht C,, aus 2" Intervallen
der Lange (%)”, und U,, besteht aus 2™ Intervallen der Lange (%)““. In diesem Fall gilt

Diese Menge ist also keine Nullmenge. Allerdings hat C’ - genau wie die Cantormenge
C - keine inneren Punkte, ist also nirgendsdicht und besteht nur aus Rand. Dies kann
man beispielsweise einsehen, indem man die 5-adische Darstellung von Zahlen x € C’
betrachtet. Wir erhalten folgende Konsequenz:

Satz 4.26. Es gibt Lebesgue-messbare Mengen ohne innere Punkte mit positivem Maf.
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5 Produktmafie und Produktintegrale

5.1 Produktmafde und der Satz von Fubini

Seien (X, A, 1) und (Y, B, v) o-endliche Mafsraume.
Lemma 5.1. Das System

AR B = {OAixBi
i=1

von Teilmengen von X x Y ist ein unitaler Mengenring und es existiert ein eindeutiges
o-endliches Pramafd p ® v auf A ® B mit der Eigenschaft, dass

A1,...,AneA,B1,...,BneB}

(L®Vv)(A x B) =pu(A) - v(B), AcA, BeB.

Beweis. A ® B ist offenbar abgeschlossen unter endlichen Vereinigungen und enthalt
die Gesamtmenge X x Y. Es bleibt darum zu {iberpriifen, dass die Differenz von je
zwei Mengen aus A ® B wieder in A ® B enthalten ist.

Zunichst zeigen wir, dass die Differenz und der Schnitt von zwei elementaren Men-
gen wieder in A ® B enthalten ist. Seien also A, C € A und B, D € B. Dann gilt

(AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND)
und (AxC)\(BxD):((A\B)x(B\D))

U ((A\C) x (BND))
U((ANnC) x (B\ D)),
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was beides wiederum in A ® B liegt.

C
===+ |D
BND
Bl ]
B\ D '
A\C ANC
A
Allgemeiner folgt

(OAl X Bl) N (O Cj X D)> = OO(AlﬂC]) X (CiﬂDj)
i=1 j=1

i=1j=1

und induktiv sind auch die Schnitte endlich vieler Mengen aus A® B wieder in A® B
enthalten. Die gewiinschte Aussage tiber die Differenz von zwei Mengen folgt nun
aus den obigen Beobachtungen zusammen mit der Rechnung

UAiXBi\ UC] XD]' :Uﬂ(A1XBI)\(C] XD]') .
i=1 j=1

i=1j=1

Wir zeigen nun, dass jede Menge M in A ® B eine Darstellung als eine endliche
Vereinigung paarweise disjunkter Produktmenten geschrieben werden kann. Eine
solche Darstellung nennen wir Zerlegung von M. Hierzu sei

M:OAiXBi

i=1
eine beliebige Darstellung von M. Wir konstruieren eine Zerlegung, die diese Darstel-
lung verfeinert: Fiir eine Teilmenge I C {1, ...,n} setzen wir

AI :mAiﬂﬂX\Ai
i€l il
Dann bilden die Mengen (A;)icq,...) eine Zerlegung von X und die Analog definierten
Mengen (Bj)jcq,...n) bilden eine Zerlegung von Y. Es ist dann

LNJUUAI X BlzLNJ <UA1> X (UB]> =£J1Ai>< B, =M

i=1 Iai J3i i=1 \I>i IED
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eine Zerlegung von M.

Ist nun p ® v ein Maf$ mit der gewtinschten Eigenschaft, so muss fiir jede Zerlegung
gelten, dass

n n

(L@Vv)(M) =) (n@V)(AixB) =) u(Ai) v(By). (5.1.1)

i=1 i=1
Damit gibt es hochstens ein Pramaf} mit der gewiinschten Eigenschaft.
Wir zeigen nun die Existenz von p @ v. Hierzu sei eine Menge M € A ® B gegeben.
Dann ist fiir jedes x € X die Menge

M*={yeY|(xy) e M}

in B enthalten und die Funktion x — v(M*) ist eine Treppenfunktion in §(A). Ist
ndmlich M = |Ji; A; x B; eine Zerlegung von M, so ist

n
-Us
XE_Ai

eine Zerlegung von M* (denn ist y € B; N B; fiir Indizes i,j mit x € A; und x € Aj, so
ist (x,y) € (A; x B;) N (A; x Bj) and also i = j) und damit einfach

n

V(M) =) V(B 1a .
Es gilt dann

[ vovsyaut Zu B = | uiMavty),

X Y

wobei die Mengen MY C X, mit y € Y, analog definiert sind. Wir sehen also, dass

* *

V(MY dp(x) = L L(M¥)dv(y)

(@ v)(M) :=j

X
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eine Mengenfunktion mit der Eigenschaft (5.1.1) ist.

Die oben definierte Mengenfunktion p @ v ist offenbar additiv. Zum Nachweis des
o-Additivitdt sei My, M,,... eine disjunkte Familie von Mengen in A ® B und sei
M deren Vereinigung. Fiir jedes x € X ist dann M* die disjunkte Vereinigung der
Mengen M. Damit gilt unter Benutzung der o-Additivitdt von v

o0 [e o]

> lwomiM) = 3 | vMDdutx) = [ 3 vMduix)
i=1

i=1 i=1

[ (U M;«> autx) = [ V(MIau() = (e VM),
i=1

X X

wobei wir im zweiten Schritt Lemma 2.14 (e) benutzt haben, um Summe und Inte-
gral zu vertauschen. (Formal wenden wir die Aussage, dass fiir monoton steigende
Funktionenfolgen der Grenzwert des verallgemeinerten Integrals gleich dem Inte-
gral des Grenzwertes ist auf die Folge der Partialsummen an.)

Seien schlieflich X = (JiZ; A; und Y = J;Z, Bi Darstellungen von X bzw. Y durch
Mengen mit endlichem Mafi. Dann gilt

XXY:OGAiXBj)

i=1j=1

wobei (1 ® v)(A; x Bj) = u(Ai) - v(Bj) < oo. Dies impliziert die o-Endlichkeit des
Mafies 1 ® v. [ |

Seien Ay C A und By C B die Mengenringe der Mengen mit endlichem Mafi. Nach
dem obigen Lemma ist 1 ® v ein Elementarintegral auf dem Vektorverband §(Ay ® By)
von Funktionen auf X x Y. Definieren wir fiir beliebige Funktionen f : X — R und
g : Y — R die Funktion f ® g auf X x Y durch

(f®g)(x,y) =f(x) - gly)

definiert ist, so ist 8(Ay ® By) einfach das Tensorprodukt der Vektorverbande 8(A,)
und 8(By),
8(Ao ® Bo) = 8(Ao) ® 8(Bo) -

Damit ist (X x Y, 8(Ao ® Bp), Juzv) ein Integrationsraum.

Definition 5.2. Die Lebesgue-Vervollstindigung des oben beschriebenen Integra-
tionsraumes heifst das Produktintegral von pund v, und wir schreiben

T (£) = L ECSOEERCROE
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Der zugehorige Mafiraum (X x Y, A & B, u ® v) ist der Produktmafiraum zu p und v.

Bemerkung 5.3. Nach dem Erweiterungssatz 3.27 ist A & B die Vervollstindigung
der von A ® B erzeugen o-Algebra. Insbesondere enthélt A & B beliebige unendliche
Vereinigungen von Produktmengen A x B.

Bemerkung 5.4. Sei

f= Z)\i‘lAixBi = ZAi.lAi ® 1,
i=1 =l

eine Funktion in §(Ay ® By). Dann ist fiir jedes x € X die Funktion f(x, ) in 8(B,)
enhalten und fiir jedes y € Yist f(-,y) € §(By). Es gilt dann

| ot vy = 3 A (ke A B
x i=1

und analog

JXXYf(X>y)d(u®V)(X,y) =J

J o, y)dp(x) dv(y) -
Y JX

Wir wollen die obige Bemerkung auf beliebige u ® v-integrierbare Funktionen erweit-
ern.

Lemma 5.5. Sei F € §(Ap ® By)*. Dann gilt fiir jedes x € X, dass F(x,-) € 8§(By)* und
tir jedes y € Y gilt F(-,y) € 8§(Ap)*. Weiterhin sind die durch das verallgemeinerte
Integral erhaltenen Funktionen

*

% L Fooy)dvly), und  yeo L F(x, ) dyu(x)

in 8(Ap)* bzw. §(By)* enthalten und es gilt

J F(x,y)dmv)(x,y)zj j F(x,y)dv(y)du(x)zj J F(x, y)du(x)av(y) .

XxY XJY Y JX
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Beweis. Wir zeigen den Fall, dass zunéchst beziiglich der y-Variable integiert wird.
Die andere Aussage folgt analog.

Sei (F,) eine Folge in §(Ay ® By) mit F,, , F. Dann sind die Funktionen F,(x, -) in
8(By) enthalten und es gilt natiirlich auch F,(x,-)  F(x,-), also F(x,-) € 8(By)*.

Die Funktionen
Falx) = J Falx,y)dv(y)
Y

sind Treppenfunktionen {iber Ay, also Elemente von 8(A,). Da F,(x,-)  F(x,-) fur
jedes x € X, gilt nach Definition des verallgemeinerten Integrals, dass

Falx) = JyFn(x,y)dv(y) b j:F(x,y)dv(y) —F).

Damit ist (F,,) eine Folge in 8(A,), die F monoton von unten approximiert, also gilt
F e 8(Ap), und

L Fa(x)du(x) 2 J Fix)du(x)dp(x) . (5.1.2)

X

Kombinieren wir dies mit der Tatsache, dass die zu beweisende Aussage fiir Trep-
penfunktionen gilt (Bemerkung 5.4), so folgt

LXYFn(x,y)d(u@v)(x,y) - j j Fuls y)dvy)dutx) 7 |

J Fix, y)dv(x)duly)
X JY

Andererseits konvergiert nach Definition die linke Seite gegen das verallgemeinerte
Produktintegral von F. u

Definition 5.6. Wir sagen, dass zwei auf einem Maffraum (X, A, 1) definierte Funk-
tionen f und g fast iiberall (genauer u-fast-iiberall) tibereinstimmen, falls die Menge
{x € X | f(x) # g(x)} eine (u-)Nullmenge ist.

Satz von Fubini 5.7. Sei f eine beziiglich des Produktmafles integrierbare Funktion.
Dann sind die Funktionen f(x, -) und f(-,y) fiir fast fast alle x € X bzw. y € Y integrier-
bar und die fast tiberall definierten Funktionen

i L fodvly), Yo Lf(x,y)du(x)

stimmen bis auf eine Nullmenge mit einer integrierbaren Funktion iiberein. Es gilt
weiterhin

LXYf(X>y)d(u®VJ(X>9) _ j j £l y)Av(y)du() = |

j ) i) dv(y) -
Y JX
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Bemerkung 5.8. Im obigen Satz haben wir die folgende Konvention benutzt: Sei f eine
p-integrierbare Funktion, so dass fast tiberall

flx) = Lf(x,y)dv(m

gilt (genauer gesagt, fiir alle x € X \ N, wobei N C X eine p-Nullmenge ist, die ins-
besondere diejenigen Punkte x enthilt, fiir die die Funktion f(x, -) nicht integrierbar
und damit die rechte Seite nicht definiert ist). Die Existenz einer solchen Funktion
wird vom Satz von Fubini garantiert. Dann ist oben gemeint

L L foy)dv(y)dulx) :=J flx)du(x).

X

Diese Definition ist offenbar unabhéngig von der Wahl der Fortsetzung f, da je zwei
Fortsetzungen sich nur auf einer Nullmenge unterscheiden.

Beweis. Sei f + G = F eine Darstellung mit Levi-Funktionen F und G in §(A ® B)*.
Wegen Lemma 5.5 gilt

50 >J Fix, y)d(1® v)(x,y) =J J Foyldviy)dutx) . (5.13)

XxY XJY

Dabher folgt pt(N;) = 0 mit

N; := {x e X ‘ J: F(x,y)dv(y) = oo} ,

denn ansonsten wiére das iterierte Integral nicht endlich. Damit ist F(x, -) fiir fast alle
x eine v-Levifunktion. Analog ist G(x, ) fiir alle x auSerhalb einer Nullmenge N,
eine v-Levifunktion. Damit ist

f(x) ) + G(X) ) = F(X) )
fur alle x € X\ (N7 U N,) eine Darstellung von f(x, -) durch Levifunktionen, also ist
f(x, -) fiir solche x integrierbar.
Ebenfalls aus (5.1.3) folgt, dass die Funktionen
Fix) = | Fovydvly), 6= | Glxylaviy)
Y Y

endliches verallgemeinertes Integral haben, also sind beide p-Levifunktion. Auf-
grund der Vollstandigkeit des p-Integrals ist damit

f.= Tf : 1X\N1 — G : 1X\N2
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integrierbar beztiglich p, und fiir alle x € X\ (N; U N;) gilt

f(x) = F(x) — G(x) =J fx,y)dv(y) .

Y
Schliefdlich gilt
J fooy)dmevy) = | Fooy)dmev)ixy) —J Gl y)d(1n® v)(xy)
XxY JXXY XxY
_ J F(x,y)dv(y)du(x)—j J Gx,y)dv(y)du(x)
JXJY X JY
[ Fxdue — J G(x)dulx)
u} X
| frodum,
JX
wobei wir im zweiten Schitt Lemma 5.5 benutzt haben. [ ]

Bemerkung 5.9. Induktiv ist natiirlich auch fiir endlich viele MafSraume (Xi, Ai, i), i =
1,...,mn, das n-fache Produktmafs definiert. Da Transpositionen (Zweiervertauschun-
gen) die Gruppe der Permutationen von n Elementen erzeugen, ist das zugehorige
iterierte Integral unabhédngig von der Integrationsreihenfolge.

Beispiel 5.10. Das Lebesgue-Maf im R? ist das d-fache Produkt des ein-dimensionalen
Lebesgue-Mafses. Dass das iterierte Riemann-Integral unabhidngig von der Integra-
tionsreihenfolge ist, haben wir vorher schon unabhingig nachgewiesen (Lemma 4.18),
ist aber natiirlich auch eine Konsequenz des Satzes von Fubini.

Beispiel 5.11. Wir betrachten die Funktion f : [-1,1] x [-1,1] — R gegeben durch
f(0,0) = 0 und

Fiir jedes feste y # 0 ist x — f(x,y) eine stetige Funktion auf [-1, 1], also inbesondere
Lebesgue-integrierbar. Genauer gilt
x=1 1 2
dy = —J —/Sdy=—m.

1 1 1 X
fx,y)dxdy = — | ———
‘[_] J_] (X)y) X y J_] Xz +y2 1

Im Gegensatz dazu gilt

1 1 "
flx,y)dydx = | —2—
J1 J1 (o y)dydx J1 x? 4+ y?

x=1 1 2
dyzj ——dy =

x=—1
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Die Integrationsreihenfolge ist also nicht vertauschbar. Das Problem ist hier, dass f
nicht beztiglich des Produktmafles integrierbar ist.

5.2 Die Kofiachenformel

Ist A C R™ eine Teilmenge, die in einer Hyperebene enthalten ist, so hat diese Menge
verschwindendes Lebesgue-Maf3, A, (A) = 0. Das unten nun zu definierende Hausdorff-
Maf3 weifit solchen Teilmengen ein moglicherweise nicht triviales Mafs zu.

Definition 5.12. Sei A C R" eine beliebige Teilmenge und sei 0 < d < n (nicht
notwendigerweise ganzzahlig). Das d-dimensionale Hausdorff-Maf§ von A ist definiert
als

e—0 2

e 4w (diam(D;)\* | .. *
Hq(A) :=liminf < Aq(B?) Z (—) ‘ diam(D;) < 2¢, A C UDi .
i=1

i=1

Hierbei ist Aq(B?) das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel B4 C R? und
das Infimum geht iiber alle Uberdeckungen (D;)icy von A durch Mengen mit Radius
kleiner oder gleich e.

Das Hausdorff-Mafs 4 ist nicht wirklich ein Maf (es ist nur o-sub-additiv, nicht o-
additiv), ist dafiir aber auf der gesamten Potenzmenge definiert. Um ein Maf} zu er-
halten, betrachtet man das System

Can = {A CR"|VBCR": Hy4(B) =Ha(BNA)+ Hqy(B \A)}

der Caratheodory-messbaren Mengen. Man kann zeigen, dass dies eine o-Algebra ist,
die die Lebesgue-o-Algebra enthilt, und dass die Einschrankung von H, auf C4,, ein
(nicht o-endliches!) Maf$ auf R™ ist.

Inesbesondere sind alle Lebesgue-messbaren, beschriankten und kompakt getragenen
Funktionen f auf R™ integrierbar beziiglich des von } 4 erzeugten Integrales.
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Definition 5.13. Ist X eine abzdhlbare Vereinigung von Mengen mit endlichem ;-
Maf3 (beispielsweise eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit, siehe unten), so
schreiben wir auch

L F(x) dFa(x) = J 01 () 8% (x)

fir das zugehorige Integral iiber X, fiir geeignete Funktionen f auf X (siehe
Beispiel 3.28).

Beispiel 5.14. Wir berechnen das Hausdorff-Mass von
A =l ,0) e R™ [t € [0,1]}.
Sei N € N gegeben und setze ¢ := ﬁ Wir definieren
D; := B.((2i — 1)¢,0,...,0), i <N,

die Kugel mit Radius ¢ im R", und D; = firi > N.

Dann gilt diam(D;) = 2e und A;(B") = A ([—1,1]) = 2. Also gilt

2l N
M) S (TR <23 e

i=1 i=1 1

2N

Da dies unabhdngig von ¢ ist, folgt, dass J{;(A) < 1. Da umgekehrt die Menge A
nicht von Mengen mit Gesamtdurchmesser kleiner als 1 abgedeckt werden kann, folgt
insgesamt H;(A) = 1.

Im Einzelfall ist es schwierig, das Hausdorff-Maf einer allgemeinen Teilmenge zu bes-
timmen. Die sogenannte Flichenformel erlaubt es, das Haudorff-Maf} von Unterman-
nigfaltigkeiten mithilfe des gewohnlichen Lebesgue-MafSes zu berechnen.

Definition 5.15. Sei ¥ C R" eine Teilmenge. Eine lokale Parametrisierung von L um
einen Punkt x € I besteht aus einer offenen Umgebung V C R" von x und einer C'-
Abbildung @ : R? O U — R" mit folgenden Eigenschaften:

(i) ®:U — VN ZIein Homoomorphismus;
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(ii) das Differential D®(y) hat fiir jeden Punkt y € U den maximalen Rank d.

¥ heilt C'-Untermannigfaltigkeit, falls um jeden Punkt in ¥ eine lokale Parametrisierung
existiert.

Untermannigfaltigkeiten entstehen sehr oft als Niveaumengen zu differenzierbaren
Funktionen:

Satz vom reguldaren Wert 5.16. Seienn > minN,a € Rundseiu: R" D U — R™
eine C'-Abbildung so, dass das Differential Du(x) fiir jeden Punktx € £ :=u'(a) den
maximalen Rank m besitzt. Dann ist £ eineUntermannigfaltigkeit des R™ der Dimen-
siond =n—m.

Beispiel 5.17. Die Sphire vom Radius r > 0, gegeben durch
S i={xeR"| x| =1}
ist die Niveaumenge zum Wert r der glatten Abbildung
u:R"\ {0} - R, u(x) = [x|.

Im Fall r = 1 schreiben auch S™' statt S}".

Flachenformel 5.18. Sei I eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ und sei
® : R? O U — R eine lokale Parametrisierung. Sei f : £ O ®(U) — R eine Funktion,
die beziiglich des auf £ eingeschriankten Hausdorff-Mafles integrierbar ist. Dann ist
f o @ Lebesgue-integrierbar und es gilt

L f(x)dHa(x) = LW f(®(y)) det (DD (y) DO(y))dy

Insbesondere gilt die obige Formel fiir alle stetigen und kompakt getragenen Funktio-
nen f € C.(X).

Hilfreiche Rechnung. Wir geben keinen Beweis der Flichenformel, aber wir rech-
nen nach, dass die rechte Seite der Flachenformel tatsdchlich unabhéangig von der
Parametrisierung ist. Hierzu seien ® : R D U — R", ¥ : RY O V — R" zwei lokale
Parametrisierungen und sei f eine stetige Funktion auf Z, deren Trager in @ (LL)NWY(V)
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enthalten ist. Es reicht dann zu zeigen, dass

1/2 1/2

J f(@(y)) det (DO(y)'DO(y)) “dy = J f(Y(y)) det (D¥(y)'D¥(y)) "“dy
Rd Rd

Hierzu bemerken wir, dass k := ¥ 'o® : I — Vein Diffeomorphismus ist, fiir offene
Mengen Ul C U, V C V so,dass fo ® in (L und fo ¥ in V getragen sind. Somit folgt

mit der Transformationsformel 4.15, dass

J~ f(W(x)) det (D¥(x)'DW(x)) " dx
\%

:Lf(ty(K(x))) det (Dw(K(X))TDw(K(x)))W{detDK(x)\ dx

= |det Dx(x)"|'/2 et (DY (k(x)) 'D¥(x(x)) ) | det Dx(x)|

= det (DK(X)TD‘P(K(X))TDW(K(X))DK(X))1/2
= det (D(Y o k)(x)TD(¥ox)(x))'/?
— det (DD (x)"dd(x))'?
:J f(®(x)) det (DO (x) DD (x)) " dx.. m
a

Bemerkung 5.19. Unabhidngig von der Definition des Hausdorff-MafSes kann man ein
Oberflachenintegral fiir Funktionen auf £ durch die rechte Seite der Flachenformel
definieren. Der obige Beweis zeigt, dass dieses Integral unabhéngig von der Wahl der
lokalen Parametrisierung ist (und mit dem Hausdorff-Maf3 {ibereinstimmt).

Beispiel 5.20. Wir betrachten £ = S' C R?. Hier ist
@ : (0,2m) — R?, ®(t) = (cos(t),sin(t))

eine mogliche Parametrisierung. Das Bild von @ iiberdeckt ganz S' bis auf den Punkt
(—1,0), eine Nullmenge. Wegen

det (DO(t)"dd(t)) = det ((_ Si“(t)) (—sin(t) cos(t))) —1

cos(t)

gilt fiir alle H{;-integrierbaren Funktionen

27t
J f(x)dH; (x) :J f(cos(t),sin(t)) dt .
st 0

Insbesondere gilt fiir das Hausdorff-Maf8 von S'
H; (81) =2m.
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Koflichenformel 5.21. Sei u : R* — R eine C'-Abbildung. Dann gilt fiir jede
Lebesgue-integrierbare Funktion f € £(R") die Formel

(e.e]

J ) f(x) IDu(x)| dx = J_ (J . )f(x)dﬂ-fn_1 (x)> dt.

Bemerkung 5.22. Eine Zahl t € R heift requlirer Wert einer Funktion u : R* — R, falls
fur alle x € R™ mit u(x) = t gilt Du(x) # 0. Nach dem Satz vom reguldren Wert ist
fiir reguldre Werte t die Menge u™' (t) eine (n—1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit
des R™.

Ist u reguldr genug (hier braucht man genauer die Regularitdt C"), so besagt der Satz
von Sard, dass die Menge der nicht reguldren Werte eine Nullmenge ist. Man kann also
in diesem Fall den Integranden der rechten Seite fast {iberall durch die Flichenformel
berechnen.

Beweisskizze. Wir fiihren den Beweis unter der Zusatzannahme, dass u keine kritis-
chen Punkte hat. Dann sind nach dem Satz vom reguldren Wert die Niveauflachen
L. :=u'(t) jeweils (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeiten.

Fixiere einen Wert t, und wihle eine lokale Parametrisierung @’ : R“TDOU— R"
von X,. Sei dann

O:R""XRDOUX (tg—e,tg+¢) — R"

die eindeutig definierte Funktion mit den Eigenschaften

00(y,t) _ Du(®(y, 1)’
ot IDu(@(y, 1)) [
Mit anderen Worten, ®@(y,t) ist durch die Losung einer gewohnlichen Differential-

gleichung gegeben, und die allgemeine Theorie sagt einem, dass ®(y,t) eine glatte
Abbildung ist (Stichwort: Fluss des Vektorfeldes Du/|Dul?). Fiir jedes y € U gilt

Du(e'(y))’ )

) 2 .
[Du(@’(y))]

Die Determinante dieser Matrix ist nicht Null, da die Spalten von D®’(x) senkrecht

zu Du(®@’(x))" sind (erstere sind tangential, letzterer normal zur Niveaufliche £,,).

Damit kann man (nach eventueller Verkleinerung von U) das ¢ > 0 im Definitions-
bereich von @ so wihlen, dass @ ein Diffeomorphismus auf sein Bild ist.

(D(yatO) = (D,(y) .

DO(y,to) = (DCD’(y)

Weiterhin gilt nach Konstruktion

d B 0D(y,t)
Sr(@ Wy, 1) = Du(®(y, 1)) - —=— = Du(@(y, 1)

' Du((D(y,t))T _
‘Du((D(y,t)]z B
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Wegen u(®(y,ty)) = to folgt damit u(d(y,t)) = t. Also ist ®(-,t) fiir jedes feste t
eine lokale Parametrisierung von Z,; und insbesondere sind fiir jedes t die Spalten
von Dy @ (y, t) orthogonal zu Du(®'(y)).

Wir berechnen die Jacobi-Determinante von ®. Fiir einen Punkt (y, t) setzen wir

b Du(®(y,t))
" [Du(o(y, )|
und wéhlen Vektoren by, ..., by, die b, zu einer Orthonormalbasis des R™ ergdnzen.

Da die Spalten von Dy ®(y, t) orthogonal zu b, sind, gilt
0(
y’ Zaub], i=1,...,n—1.

fiir geeignete Koeffizienten a;;. Wir erhalten eine Matrix A = (ay;) so, dass D®(y, t)
die Matrixdarstellung

DO(y,t) & Al 0
= (0 \Du(@(wt))}“)

beziiglich der Standardbasis ey, ..., e, und der Basis by, ..., b, besitzt. Damit ist

|det(A)]
[Du(@(y, )]’

1/2
|det(A)] = det(AA*)/? = det (< 00(y,t) 30(y, 1) >>

— det (Dy®(y, 1) Dy @(y,1))"* .

Damit gilt unter Benutzung der Flichenformel 5.18 fiir Lebesgue-integrierbare Funk-
tionen f mit Trager in ® (U x (to — €, to + ¢€)), dass

[o (1, o) a

rto+e

_ <J f(®(y,t)) - det (Dyd)(y,t)TDyd)(y,t))Vzdy) dt
u

| det DO (y, t)] =

wobei

= | f(®(y,q)) - det (Dy®(y,1) Dy®(y,t))"”

dydt
=| f(Qy,t))-[Du(®(y,t))|[detD®(y,t)d(y,t)

= f(x) - [Du(x)| dx

JR™
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Hier haben wir den Satz von Fubini 5.7 sowie die Transformationationsformel 4.3.1
verwendet.

Dies zeigt, dass der Satz fiir Funktionen gilt, die auf kleinen offenen Umgebungen
definiert sind. Fiir beliebige Funktionen f erfolgt der Beweis wie tiiblich durch Parti-
tion der Eins. u

5.3 Volumina von Billen und Sphiren

Direkt aus der Koflachenformel folgt das folgende Resultat:

Satz 5.23. Ist f € L(RY) eine Lebesgue-integrierbare Funktion, so gilt

JRd f(x)dx = J:o (Lw fly)dFHa (y)) dr = J:o (LH f(ry)dHa (y)) ™ dr .

Beweis. Wir wenden die Koflachenformel auf die Funktion u(x) = [x| aus Beispiel 5.17
an. Hier gilt fiir x # 0

Du(x)z%, also  [Du(x)|=1.

Um die zweite Gleichheit einzusehen, bemerken wir, dass fiir eine lokale Parametri-
sierung ® : R 5 U — R? von $¢' die Abbildung @ : R4 > U — R? gegeben
durch ®(x) = r®(x) eine lokale Parametrisierung von S¢~" ist, mit D®(y) = rD®(y).
Ist nun f eine Funktion mit Trager in ®(U), so gilt

|, f0a3ta 1) = | #(@(y) det (DO DD(y)

=J f(rd(y))det (DO (y) DO (y)) dy
u

r2(n=1) det(lS?D{yWD@(UU

= rd-] J f(rx)dH g (x) .
Sd—]

Der allgemeine Fall wird wie iiblich mit einer Partition der Eins behandelt. u

70



Beispiel 5.24. Wir berechnen das Integral der GaufS’schen Glockenkurve
g(t) =e /2.

Zunéchst ist die Funktion f(xy,x2) = g(x1) - g(x2) als Produktfunktion offenbar inte-
grierbar beziiglich des ProduktmaRes auf R?, und es gilt

(e’ o) fore) 2
Jf(x],xﬂd(xhxnz J J Q(Xl)'g(xz)dxsz:(J g(t)dt>.
RZ

—00 J—O0O —00

x%/l—x%/Z

Andererseits hingt der Integrand f(x;,x;) = e~ = ¢ /2 nur vom Abstand

vom Ursprung ab. Mit Satz 1.1.2 gilt daher

(e}

JRZ f(x1,x2)d(x1,%2) :J

0

(J e M ag; (x)> rdr = 27t - J e "/ rdr,
5t 0

wobei Beispiel 5.20 benutzt wurde. Die rechte Seite kann wegen Beispiel 4.2 als un-

eigentliches Riemann-Integral berechnet werden. Wegen e "*/>r = (")’ kann diese
wiederum mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung berechnet wer-
den und gibt den Wert 1. Insgesamt folgt damit

J e 2 dt =2m.

Beispiel 5.25. Wir betrachten die Funktion

f(X) - f(x],...,Xd) =exp <_

N —
x
N

N——

Einerseits ist f eine Produktfunktion, f(x;,...,xq) = ]_[f:] g(x;{) mit g die Gaufd’sche
Glockenkurve aus Beispiel 5.24. Ihr Integral berechnet sich somit als

o0 d
J f(x)dx = (J g(t)dt> = (2m)%2 .
R4

—0oQ

Andererseits konnen wir mit Satz 5.23 rechnen

J f(x)dx = J (J e—|X2/2dX) =l g
R4 0 gd—1

= Ha1(S7) - J e "/ 24 ar
0
d—2

= Hq (S . 277 J e UuT du
0

d—2

— 3 () 2°F T (9)
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wobei wir u = % substituiert haben und I'(t) die Gaufs’sche Gammafunktion bezeich-
net. Zusammen gilt also

2md/2
Haa(81) = :
r(z)
Insbesondere gilt
Ho(S?) =4m,  H3(S*)=2m%,  Hu(SH) = grrz

Beispiel 5.26. Wir wenden die Formel von Satz 5.23 auf den Fall an, dass f die Indika-
torfunktion des Einheitsballes

BY={x e R x| <1}

ist. Hier gilt mit Beispiel 5.25

!
Aq(BY) = L (Ld—l dy) 4T dH 4 (1)

1
= Ha (ST J r¢1adr
0

~ Haa (S

d
B /2

S T(g+1)°
Insbesondere gilt also

4 1
)\Z(Bz) =T )\S(B3) = gn) )\4(B4) = 27'[2 .

5.4 Unendliche Produktmafie

Induktiv ist nattirlich auch fir endlich viele Masraume (X;, Ai, i), i1 =1,...,n,das n-
fache Produktmaf’ definiert. Da Transpositionen (Zweiervertauschungen) die Gruppe
der Permutationen von n Elementen erzeugen, ist das zugehorige Produktintegral un-
abhéngig von der Reihenfolge der Integration.
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Sei nun (X, An, ), 1 € N, eine Familie von Mafirdeumen mit u,(X,,) = 1 fiir alle
n € N. Wir setzen
X:=]]X

n=1

fiir den Produktraum und wollen nun ein unendliches Produktmaf3 definieren.

Lemma 5.27. Das System von Teilmengen

n

A::éﬂn:{UﬁALCX‘ALeAn,HnoeN:Vnzno:A;:X}

i=1 n=1

ist ein Mengenring, und es existiert ein eindeutiges Pramafl p := @, p, auf diesem
Mengenring mit der Eigenschaft, dass

u@]h)zIIwMﬂ. (54.1)
n=1 n=1

Da fiir A = [[7, A, € A tatsdchlich nur endlich viele Faktoren A, ungleich X, sind,
sind nur endlich viele Faktoren des Produktes auf der rechten Seite von (5.4.1) ungleich
Eins, also ist das Produkt tatsdchlich ein endliches Product.

Wir konnen die endlichen Tensorprodukte A; ® - - - ® A, mit Teilmengen von A iden-
tifizieren, indem wir Mengen M C .., X; mit den Mengen M x [[° ., Xi C [ X;
identifizieren. Das oben definierte Mengensystem A ist dann die aufsteigende Vereini-
gung

A=[Ao 04,
n=I

und die oben definierte Mengenfunktion u ist dann die eindeutige Mengenfunktion,
deren Einschrankung auf A; ® - -+ ® A, mit dem Produktmafi i; ® - - - ® p, tiberein-
stimmt. Als Vereinigung von unitalen Mengenringen ist damit A wieder ein unitaler
Mengenring, und p ist ein additives Maf3. Die o-Additivitdt von p ist allerdings nicht
ohne weiteres klar, da X im Allgemeinen als abzédhlbare Vereinigung X von Mengen
geschrieben kann, die nicht alle in einem endlichen Teilbereich A; ® --- ® A,, der Fil-
trierung enthalten sind, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 5.28. Wir betrachten die Mafiriume X, = {0, 1} mit der gesamten Potenz-
menge A, = P({0, 1}) als o-Algebra und beliebigen Maflen p,. Dann ist X = {0, 1}" und
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wir setzen Induktiv

M, = {O} X HXn>
n=2
MZ :{(1>O)} X HXn
n=3
M3 :{(]»]»O)} X HXn
n=2

Dann ist X ist die disjunkte Vereinigung der Mengen M,, und der ein-elementigen
Menge
M :{(1>1>1>1>---)}

und es gibt kein ny € N so, dass alle M, in A; ® - - - ® A, enthalten sind.

Beweis der o-Additivitit. Wegen der Additivitat von p reicht es, die o-Additivitat fiir
Zerlegungen der Gesamtmenge nachzuweisen, denn ist (M, )ncn eine beliebige ab-
zdhlbare Familie von paarweise disjunkten Mengen und M, das Komplement der
Vereinigung dieser Mengen, so ist (M, )nen, eine Zerlegung der Gesamtmenge.

Sei also (M, )nen eine disjunkte Folge von Menge in A mit Vereinigung X. Wegen der
Additivitat und der Monotonie von p gilt dann

oo

ZH(Mi) zgggoiu(l\/li) zgg{)lou<oi\/li> < u(@%) =1.
i=1 i=1

i=1 i=1

Um den Beweis der umgekehrten Ungleichung zu erleichtern, bemerken wir zu-
ndchst, dass jedes der M,, in einem der endlichen Produktringe A1 ® --- ® A, en-
thalten ist. Wie im Beweis von Lemma 5.1 gesehen, kann jede solche Menge als eine
endliche disjunkte Zerlegung von Produktmengen geschrieben werden. Wegen der
Additivitat von p konnen wir darum annehmen, dass jedes M,, eine Produktmenge

Mn = H Mn,i) Mn,i € Xi
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ist, wobei M, ; # X; nur fiir endlich viele i. Es gilt dann

[e.o]

iwwn) SN JENES (@ W) (H Mm) )

n=1

-, ALY <® w) (H Mm> dumi(x),

T n=1 i=2

wobei wir im zweiten Schritt das Lemma von Lebesgue-Fatou im MafSraum benutzt
haben.

Nehmen wir nun an, dass } ., 1. (My) < gilt, so muss ein x; existieren, so dass der

Integrand
Zle X1) <® m) (H Mn,i> <1.
i=2

Schreiben wir die linke Seite der obigen Gleichung als

ZlM (x1) J Ty, <® w) (ﬁ Mm) dp(x2)

i=3
I[ Z 1Mn 1 X]) 1Mn 3 Xz <® I»ll) (H Mn,i) dH(XZ)
X2 =1 i=3

so sehen wir, dass der Integrand wiederum an mindestens einer Stelle x, echt kleiner
als Eins sein muss. Induktiv erhalten wir so ein Element x = (X, )neny € X mit der
Eigenschaft, dass fiir jedes m € N die Beziehung

ian‘] (X] 1Mnm Xm . ( ® IVLL) ( ﬁ Mn,i) <1. (542)
n=I

i=m+1 i=m+1

gilt. Andererseits ist x aber in einer der Mengen der Zerlegung enthalten, sagen wir
in M,,;, und fiir diese Menge gilt M, ; = X; fiir allei > m,. Andererseits gilt offenbar

T =T, (X)) = Imy, (X1) -+ Iy g (X))

und . . .
( ® LL‘) ( H Mnoﬁ) H FLL no, H FLi(Xi) =1.
i=mo+1 i=mo+1 i=mo+1 i=mg+1

Damit ist einer der nichtnegativen Summanden der Summe (5.4.2) gleich Eins, im
Widerspruch dazu, dass die Gesamtsumme kleiner ist als Eins. |
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Definition 5.29. Die eindeutige Erweiterung des oben definierten Pramafles auf die
Vervollstindigung der von A erzeugten o-Algebra heifst das unendliche Produktmafs.

Beispiel 5.30 (Unendlicher Miinzwurf). Wir betrachten das unendliche Produkt der
Mafsraume X,, = {0, 1}, mit dem durch

({0} =pPny, ({1 =T—=pn, O0<pn<1

gegebenen Maf3. Sei 0 = (0,0,0,...) € X. Dann ist die einelementige Menge {0} der
absteigende Durchschnitt der Mengen

O}XHX

i=n+1

und damit gilt fiir das unendliche Produktmaf3

n({o}) = p (D Mn> = lim u(My) = lim Hpn-

Nach einschldgigen Séatzen tiber unendliche Produkte ist dieser Limes genau dann un-
gleich Null, falls p,, niemals Null ist und zudem die Summe der Folge 1 — p, kon-

vergiert,
oo

Z“ _ pn) <00

n=1
Insbesondere gilt: Exigstiert eine > 0so,dass e < p, < 1—c¢fiirallen € N gilt, so ist
{x} eine Nullmenge. Ahnlich {iberlegt man sich, dass auch jede andere einelementige
Menge eine p-Nullmenge ist, und damit auch jede abzéhlbare Teilmenge von X.

Verwendet man im Rahmen der Wahrscheinlichkeitstheorie den ProduktmafSraum zur
Beschreibung des Zufallsexperiments “unendlicher Miinzwurf” (hier gilt p, = 1/2, so
erhélt man die Aussage: Wirft man bis in alle Ewigkeit wiederholt eine Miinze, so ist die
Wahrscheinlichkeit, stets nur Zahl zu werfen, gleich Null.
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6 Der Satz von Radon-Nikodym

6.1 Signierte Mafe

Definition 6.1. Sei X eine Menge und sei A eine o-Algebra von Teilmengen von X. Ein
signiertes Maf ist eine o-additive Mengenfunktion

n:A—R

mit p(f) = 0.

Hierbei heifst 1 o-additiv, wenn fiir jede Folge A;, A,,... von paarweise disjunkten
Teilmengen von X gilt, dass

wobei die Reihe in R unbedingt konvergiert.

Hierbei bedeutet unbedingte Konvergenz einer unendlichen Summe, dass die Folge
der Partialsummen einer beliebigen Umordnung der Summanden konvergiert, und
zwar gegen denselben Grenzwert. Dies ist in diesem Fall nicht gleichbedeutend mit
absoluter Konvergenz, da die Summanden die Werte +-co annehmen konnen.

Insbesondere ist Teil dieser Definition, dass es keine zwei disjunkten Mengen A, B € A
mit u(A) = oo und p(B) = —oo geben kann, denn fiir solche Mengen miisste das Maf3
von A U B durch den undefinierten Ausdruck p(A) 4 p(B) = co — oo gegeben sein.

Bemerkung 6.2. Wegen der Forderung () = 0 impliziert die o-Additivitat die Addi-
tivitat von p: Es konnen einfach alle bis auf endlich viele Mengen leer gewéahlt werden.

Lemma 6.3. Sei 1 ein signiertes Maf3 auf einer o-Algebra von Teilmengen von X. Dann
gilt:

(1) Sind A,B € Amit A C B und |u(B)| < oo, so gilt auch p(A) < oco.

(2) Es gibt keine zwei Teilmengen A, B € A mit pu(A) = co und p(B) = —oo.
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(3) Ist Ay D A; O A3 D ... eine absteigende Folge von Mengen mit [i(A;)| < oo, so

gilt
22 <ﬂ An) = lim p(A,).
n=1

Beweis. (1) Seien A,B € A mit A C B und |n(B)| < co. Dann gilt

1(B) = n(A) + n(B\A).
Da die linke Seite endlich ist, muss auch die rechte Seite endlich sein; insbesondere
muss 1(A) endlich sein.

(2) Angenommen, es gidbe solche Mengen A und B. Wir wissen bereits, dass dann
A und B nicht disjunkt sein konnen. Nun sind aber sind A und B \ A disjunkt, also
muss (B \ A) endlich sein, und genauso p(A \ B). Dies fiihrt zu dem Widerspruch

0o =p(A) =p(A) + u(B\NA) = n(AUB) = u(B) + p(A\B) = u(B) = —o0..

(3) Sei S = (.~ An. Fiir ein beliebiges m € N ist

[e o]

Am:SU U(An\An—H)

n=m

eine disjunkte Zerlegung von A.,. Damit gilt fiir alle m € N, dass
W(AR) = 1(S) + D ulAx\ Ans)

Wegen (1) haben A, A, \ A,.41 und S alle endliches Mafs. Also ist die Reihe absolut
konvergent, und es folgt 3 ~° (A, \ Anpg) — 0. [ |

Definition 6.4. Sei (X, A, 1) ein signierter Maflraum. Eine disjunkte Zerlegung X =
X* U X heifst Hahn-Zerlegung von X, wenn fiir alle A € A die Beziehungen

HANX") >0 und nANX)<0

gelten. X* und X~ heiflen Positivititsbereich bzw. Negativititsbereich von .
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Beispiel 6.5. Ist (X, A, ) ein (positiver) Mafiraum. Fiir eine integrierbare Funktion g
ist

o(A) = | gx)dufx)

endliches Mafd auf X und X* = {f(x) > 0}, X~ = {f(x) < 0}ist eine Hahn’sche Zerlegung
von X.

Definition 6.6. Sei (X, A, 1) ein signierter MafSraum. Eine Menge T € A heifst Triger
von pu, wenn pu(A) =0 firalle A € Amit ANT = gilt.

Zerlegungssatz fiir signierte Mafe 6.7. Fiir jedem signierten MafSraum (X, A, p) exis-
tiert eine Hahn-Zerlegung. Sie ist bis auf Nullmengen eindeutig.

Die durch

n"(A) :=sup{u(B) | B € A,B C A},
w (A) :=sup{—u(B) | B A,BC A}

definierten Mengenfunktionen sind (positive) Mafse auf A mit
p=pt—p.
Ist X = X" U X~ eine Hahn-sche Zerlegung, so gilt
W(A)=wANX"), w(A)=pANX). (6.1.1)

Insbesondere haben pu*™ und p~ Tragermengen X* bzw. X™.

Hierbei ist eine u-Nullmenge eine Menge N € A so, dass fiir alle messbaren Mengen
A C N gilt u(A) = 0 (nicht nur fiir A selber).

Definition 6.8. Die obige Zerlegung p = pu* — p~ heifst Jordan-Zerlequng von p.

Das Maf3
lul = py +

heifst Betrag von p und die Zahl
Il = [kl (X)

heif$t Totalvariation von .
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Beispiel 6.9. Ist H eine Funktion mit beschrdnkter Variation, so hatten wir in
Lemma 6.31 gesehen, dass sich H als Differenz H = F — G von zwei monoton wach-
senden Funktionen schreiben ldsst. Fiir das zugehorige signierte Lebesgue-Stieltjes-
Maf3 py ist dann py = gy — pg die Jordanzerlegung.

Beweis des Zerlegungssatzes. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei —oo < p(A) <
0o, ansonsten ersetzen wir p durch —u (siehe Lemma 6.3 (3)). Wir definieren p* und
p~ durch die angegebenen Formeln und setzen

A-={AcAlp"(A)=0} ={A € A|VBCA:uB)<0}.

Es ist dann nicht schwer zu sehen, dass A_ ein Mengenring ist. Tatsdchlich ist A_
sogar ein o0-Ring, was bedeutet, dass A_ abgeschlossen unter abzédhlbaren Vereini-
gungen ist. Die Einschrankung von —p auf A_ ist dann positiv und nach wie vor
o-additiv, also ein Pramafs.

Es sei
—a:=inf{p(A)|A € A_} > —oo0.

Wir wéhlen eine Folge von Mengen A,, € A_ mit u(A,) — —a und setzen

X = G An.
n=I1

Weil A_ ein o-Ring ist, gilt dann X~ € A_. Da die Einschrankung von —p auf A_ ein
Pramafs ist, gilt

a>—pX)=—un (O An> > —u(An) — a,
n=1

also u(X7) = —a.
Wir setzen
X=X\ X"
und behaupten, dass X = X" U X~ eine Hahn-Zerlegung ist.

Beweis der Behauptung. Angenommen, dies wére nicht der Fall. Da u nach Konstruk-
tion auf allen Teilmengen von X~ nichtpositiv ist, muss dann eine Menge A; C X*
mit p(A;) < 0 existieren. Es gilt dann aber u™(A;) > 0, denn im Fall u*(A;) < 0 wére
A; € A_ und damit

m(ATUXT) = u(A) + u(X7) < —a,

im Widerspruch zur Definition von a. Wegen p*(A;) > 0 existiert (nach Definition
von p') eine Menge B; C A mit

I+ +
1(B) > su(Aq)  falls ut(Ag) < o0 0.
1 falls ut (A1) = oo
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Wir setzen nun A, := A;\ B; C X*. Dannist u(A;) = u(A7) —u(B7) < u(A;) < 0und
wir konnen die Prozedur mit A, anstelle von A; wiederholen. Induktive erhalten wir
daher Mengenfolgen Aj, A, ... und By, By, ... mit folgenden Eigenschaften:

e A1 2 A; Do und 0 > p(Aq) > p(Az) > ...

ut(AL)  falls pt(Ay) < oo

B, € An mit u(B,) >
® Bn C Anmit u(By) {1 falls ut(A,) = 0o

e B.NB,=0firn#mund A,;; = A, \ B...

Wir setzen

S::ﬁAn=A1\GBn.
n=1

n=1 =

Nach Lemma 6.3 (3) gilt dann

u(S) = lim p(A,) < u(Aqy) <0,

insbesondere ist also 1(S) endlich. Zudem gilt

o0

D u(By)

n=1

u(U Bn)‘ = [(AT\ )| = |u(A)) — u(S)| < o0.
n=1

Also konvergiert die Reihe absolut und insbesondere gilt (1(B,,) — 0. Insbesondere
gilt u™(A,) < oo fiir alle bis auf endlich viele n, denn ansonsten wiére (B,) < 1 fiir
unendlich viele n und die Reihe kdnnte nicht konvergieren.

Angenommen, es ware S € A_. Dann wire
_SUXT) = pu(S) +pX) < —a,

im Widerspruch zur Definition von a. Im anderen Fall u*(S) > 0 existiert B C S so,
dass u(B) > 0 gilt. Wegen BN B,, = und BU B, C A,, gilt

2u(By) > p'(An) > u(BUBL) = u(B) 4+ u(Bn) > u(B) >0

fiir alle n mit u™(A,) < oo, also alle bis auf endlich viele. Dies ist aber ein Wider-
spruch zu u(B,) — 0. Damit kann die Menge S nicht existieren. O

Ist X = X* U X~ eine weitere Hahn-Zerlegung, so ist X die disjunkte Vereinigung
X=X"NnXHuX nXHuX nX)Hu (X nX").

Fiir eine Teilmenge A der letzten beiden Mengen gilt sowohl p(A) < 0 als auch
i(A) >0, also u(A) = 0. Damit sind die beiden letzten Mengen Nullmengen.
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Sei nun X = X" U X~ eine beliebige Hahn-Zerlegung. Wir zeigen, dass die Formeln
(6.1.1) gelten. Hierzu bemerken wir, dass fiir A, B € A mit B C A gilt

H(B) = (X" NB)+u(X NB) < u(X*NB) < p(ANX") <u(A).
——

<0

Nehmen des Supremums iiber B liefert
W (A) S wANXT) <u(A),

also die erste Gleichheit in (6.1.1). Analog zeigt man p(A) = p(A N X7).
Dass u* und p~ Mafle sind, folgt aus (6.1.1). [

Sei X ein lokalkompakter Hausdorffraum (also ein Hausdorffraum, in dem jeder Punkt
in einer offenen Menge mit kompaktem Abschluss enthalten ist). Wir schreiben

Co(X) := {f: X — R stetig | Ve > 03K C X kompakt : |[fx o < €}

tir den Raum der stetigen Funktionen auf X, die bei unendlich verschwinden. Hier
bei bezeichnet
[f]loo := sup {If(x)| | x € X}

die Supremumsnorm, die Co(X) zu einem normierten Vektorraum macht. Da der
Grenzwert einer gleichmissig konvergenten Folge von stetigen Funktionen wieder
stetig ist (und auch wieder bei unendlich verschwindet, wenn es die Folgenglieder
taten), ist Co(X) vollstandig beziiglich dieser Norm, also ein Banachraum. Tatsdchlich
ist Co(X) der Normabschluss des (nicht vollstindigen) Raumes C.(X) der kompakt ge-
tragenen Funktionen.

Definition 6.10. Sei Bx die Borel’sche o-Algebra von X, also die von den offenen (oder
dquivalent den abgeschlossenen) Teilmengen von X erzeugte o-Algebra. Ein auf By
definiertes Maf3 u heifst Borelmaf$, wenn jeder Punkt x € X eine offene Umgebung U
besitzt mit u(U) < co. Ein Borelmaf3 p heifdt requlir, falls

n(A) = sup {n(K) | K € A kompakt} =inf {u(U) | U D A offen}

tir alle A € By gilt. Ein signiertes Mafs u = p; — p_ heifst (reguldres) Borelmafs, falls
sowohl p, als auch p_ (reguldre) Borelmafie sind sind. Mit M(X) bezeichnen wir den
Raum der reguldren signierten Borelmafie auf X mit endlicher Totalvariation.

Bemerkung 6.11. Man kann zeigen, dass in einem lokalkompakten Raum, dessen
Topologie eine abzéhlbare Basis besitzt (zum Beispiel R?), jedes Borelmaf regulér ist.

Jedes auf Bx definierte signierte Borelmafi p mit endlicher Totalvariation erzeugt ein
lineares Funktional
]p : Co(X) — R
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auf Cy(X) durch die Definition

hﬁ%=qumpuy:J

) dits (x) —J f)dp_(x)
X

X
wobei u = p — p_ die Jordanzerlegung von p ist.

Bemerkung 6.12. Fiir die Wohldefiniertheit von J,, zeigt man, dass jede positive Funk-
tion f € Co(X) monoton von unten durch Treppenfunktionen iiber Bx approximiert

werden kann. Damit existiert ihr verallgemeinertes Integral, und wegen der endlichen
Totalvariation von p ist f sogar integrierbar.

Zur Erinnerung: Der Dualraum E’ eines normierten Raumes E ist definiert als der Raum
aller stetigen linearen Funktionale E — R. E’ ist ebenfalls ein normierter Raum, mit
der Operatornorm

loller :=sup {lo(x)| | x € E, [Ix[[e <1} .
E’ ist mit dieser Norm stets vollstindig, also ein Banachraum. Die Definition ist so
gemacht, dass immer

[ ()l < [[@ller[[x][e, e e, xeE.

Satz von Markhov-Kakutani-Riesz 6.13. Die Abbildung
Q:M(X)__)CO(X)/> PL__>Ip.

ist ein isometrischer Isomorphismus.

Beweis der Isometrie. Sei p ein reguldres Borelmaf$ mit endlicher Totalvariation auf p.
Sei f € Co(X) mit ||f||o < 1. Dann ist

(O < T (D) < Jiw(1x) = [Wl(X) = [|u]] .

Es folgt also, dass ||J,.|| < ||n||. Insbesondere ist damit ], ein stetiges lineares Funk-
tional, also ist @ zundchst einmal wohldefiniert. Weiter zeigt die Abschédtzung, dass
die Operatornorm von @ kleiner oder gleich Eins ist.

Um nachzuweisen, dass ® isometrisch ist, miissen wir ||J,|| = ||u|| nachweisen. Im
Fall dass p positiv und X kompakt ist, konnen wir dann einfach in der obigen Rech-
nung f = 1x setzen.

Im allgemeinen Fall wihlen wir zunidchst eine Hahn-Zerlegung X = X* U X™. Zu
¢ > 0 seinen nun K* C X* kompakte und U* D X* offene Teilmengen so, dass

pXF\KH) <e und  p(UF\KF) <e.

(diese existieren, da p als reguldr vorausgesetzt ist). Da X also lokalkompakter Raum
normal ist existieren kompakt getragene, nichtnegative stetige Funktionen f* : X —
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[0, 1] so, dass f* konstant Eins auf K* und null of X \ U*. Da Dann gilt

Julf" =) 2 Ju (F) + o (F7) = Ju (F7) = Jo (FF)
> Jo, (L) + T (T-) — 2e.
> e (Xy) + o (X0) —4de = ||| —4e.

Also gilt auch
Tl = sup {11 () | f € Co(X)} > [|ul| —4e .
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt ||].|| = ||1|- O

Beweis der Surjektivitit. Da @ isometrisch ist, ist @ automatisch injektiv. Wir zeigen
nun, dass @ surjektiv ist. Sei hierzu ¢ : Co(X) — R ein beliebiges stetiges lineares
Funktional. Wir nehmen zundchst an, dass ¢ positiv ist, dass also @(f) > 0 fiir
wenn f > 0. Dann ist ¢ ein Elementarintegral. Hierzu ist nur die Nullstetigkeit
nachzuweisen: Sei f,, \, 0 eine Folge in Cy(X), die monoton von oben gegen Null
konvergiert. Dann gilt sogar ||, |l \, O (dies ist eine Variante des Satzes von Dini
4.9), und damit

le(f)l < @]l - [fnllo O

Kann nun X als abzédhlbare Vereinigung von kompakten Mengen Ky, K;, ... geschrie-
ben werden, so ist die Lebesgue-Erweiterung @ des Elementarintegrals ¢ Stone’sch:
Sind x, kompakt getragene Funktionen, die auf K;, konstant gleich Eins sind (diese
existieren, da X als lokalkompakter Raum normal ist), so ist x; /\ - - - /A xn eine Folge
von Funktionen in Cy(X), die punktweise gegen 1x konvergieren, also ist 1x messbar.
Damit induziert ¢ ein Mafs u auf X, definiert auf einer o-Algebra A. Dass u ein reg-
ulédres Borelmaf ist, folgt &hnlich wie im Fall des Borelmafles (siehe Satz 4.14). Nach
Satz 3.19 ist die Einschrankung des zu u gehorigen Lebesgue-Integrals auf Co(X) ger-
ade o, also gilt ¢ = J,.

Eine Schwierigkeit ist nun, dass die Lebesgue-Erweiterung ¢ des Elementarintegrals
@ nicht unbedingt Stone’sch sein muss, falls X keine abzdhlbare Ausschopfung durch
kompakte Mengen besitzt. In diesem Fall sei (f,,) eine Folge von Funktionen in C,(X)
mit ||f,|| = 1 und @(f,) " ||@|| (solch eine Folge existiert, da C.(X) dicht in Cy(X)
liegt). Sei T C X die Vereinigung der Trager der f,,. Ist dann g eine Funktion mit
gl <1, diein X\ T getragen ist, dann gilt

ol = @(fn+ g) = @(fa) + @(g) = [l + ¢(g),

also @(g) = 0. Wir erhalten darum ein Elementarintegral ¢t auf dem Vektorverband
Co(X)lr von Funktionen auf T, gegeben durch die Vorschrift

@r(flr) = @(f).

Nach der obigen Rechnung hiangt dies nicht von der Wahl der Fortsetzung f ab. Ana-
log zu oben erhilt man dann ein Borelmaf$ py auf T und die Fortsetzung

H(A) = pur(ANT)
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von py auf ganz X ist ein regulédres Borelmafs auf X. Auch in diesem Fall gilt, dass ¢
die Einschrankung des zugehorigen Lebesgue-Integrals auf Cy(X) ist.

Es bleibt zu zeigen, dass sich jedes beliebige stetige Funktional ¢ : Co(X) — R als
@ = @4 — @_ schreiben ldsst. Hierzu definieren wir fiir positives f, € Cy(X)

¢ (fy) :==sup{p(g)|[0<g<f,}
und allgemein fiir f € Cy(X) mit Aufspaltung f = f* — f~ in Positiv- und Negativteil
0 (f) =@ (f) — @ ().

Dann ist ¢ linear, stetig und positiv und genauso auch ¢_ := ¢, — @. Dies liefert
die gewiinschte Darstellung. |

Beispiel 6.14. Wir geben ein Beispiel dafiir, dass die Lebesgue-Erweiterung das Ele-
mentarintegrals (X, Co(X), ¢) aus dem obigen Beweis nicht immer Stone’sch sein muss:
Sei X eine iiberabzdhlbare Menge mit der diskreten Topologie. Hier sind alle kompak-
ten Mengen endlich, also hat jede Funktion aus C,(X) hochstens abzdhlbaren Tréager.
Damit ist 1x nicht der punktweise Limes von Funktionen in Cy(X).

6.2 Dichtefunktionen

Lemma 6.15. Sei (X, A, 1) ein o-endlicher MafSraum und sei g > 0 eine A-messbare
Funktion auf X. Dann wird durch

(A = J Sl — J 6 bt

A X

ein Mafs auf A definiert.
Das Maf$ 4 ist o-endlich genau dann, wenn p({g(x) = oo}) = 0 gilt.

Beweis. Da g und 14 messbar ist, ist auch g - 1y messbar. Wegen g - 15 > 0 ist die
Funktion nach Lemma 2.27 in £(X)* enthalten, also existiert das verallgemeinerte
Integral. Die o-Additivitadt der resultierenden Mengenfunktion ist offensichtlich, also
ist g ein Maf3.

(&) Zum Beweis des Zusatzes sei zundchst B := {g(x) = oo} eine Nullmenge. Da
X o-endlich ist, existieren Mengen A,, mit pu(A,) < cound [J27; A, = X. Firn € N
setzen wir B, = {n — 1 < g(x) < n}. Die B,, zusammen mit B bilden dann eine
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Zerlegung von X in disjunkte messbare Teilmengen und es gilt

X = (GAH)QGUG&) 50 () AuiBy.
n=1 k=1

k,n=1

Dann gilt

* *

g(x)du(x) < k J dulx) < k- u(Ay)

An

(A B = |

AnNBy

und

He(B) = J*oo -1g(x)dp(x) = lim Ln -1g(x)du(x) = lim n - u(B) =0.

X n—oo n—oo

Dies zeigt die o-Endlichkeit von p,.

(=) Sei py umgekehrt o-endlich. Dann existiert eine Zerlegung X = [J-, A, in
Mengen mit pi4(A,) < co. Dann gilt fiir jedes n € N, dass

[ oo Tacutlantn < [ gb)an(x) = uy(AnnB) <oo.
X AnNB

Dies ist nur fiir p(A, N B) = 0 moglich. Also gilt

u(B):u(GAnﬂB>:iu(AnﬁB):O. m

n=1 n=1

Definition 6.16. Seien u und v zwei o-endliche Mafle, definiert auf derselben o-
Algebra A von Teilmengen von X. Eine messbare Funktion g > 0 heifst Dichtefunktion
von v beziiglich u, falls

V=

gilt. Wir schreiben auch
_ dv
g - du.

Zur Motivation der obigen Schreibweise betrachten wir folgendes Beispiel.

Beispiel 6.17. Sei 1 = A, das ein-dimensionale Lebesgue-Mafi und v = A fiir eine
stetige Funktion g. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gilt
b

k) =j g(t)dt = g(&) - (b— a) = g(£) = A(la, b]) .

a
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fur ein geeignetes & € [a, b]. Also gilt

_ v(la,b])
98 = e, b))
und damit (b x4+ 8]) ,
. ov(x,x ) v
g(x) = 1513(} m, oder suggestiv auch e (x).

Lemma 6.18. Sind g, h zwei Dichtefunktionen von v beztiglich y, so gilt g = h u-fast
tiberall.

Beweis. Sei X = (Jo7, A, eine Zerlegung mit v(A,) < oo. Sei B := {g(x) > h(x)}.
Dann gilt

* *

J* (g(x)—h(x))du(x)zj Q(X)du(X)—J h(x)dp(x)

AnNB AnnB AnNB
- ug(An ﬂB) - uh(Anm B) =0 )

da pug = un = v. Es folgt, dass auch

*

[.ta=mmaui =Y [ (g0~ hx)auca= <o,

X 1 JANNB

also ist der Positivteil (g — h), eine nichtnegative Funktion mit Integral Null, der
Trager von (g — h). ist also eine Nullmenge (siehe Beispiel 3.21). Analog ist auch
(h — g)+ eine Nullmenge. Insgesamt ist also {g(x) # h(x)} eine Nullmenge. [ |

Definition 6.19. Seien p und v zwei o-endliche Mafe, definiert auf derselben o-
Algebra A von Teilmengen von X. Das Maf3 v heifst absolut stetig beztiglich p, in Ze-
ichen v < u, wenn fiir jedes A € A mit pu(A) < oo gilt: Fiir jedes ¢ > 0 existiert 5 > 0
s0, dass fiir alle messbaren Teilmengen B C A mit pu(B) < 6 gilt v(B) < e.

Lemma 6.20. Seien pund v zwei o-endliche Mafle auf A. Wir betrachten die folgenden
Bedingungen:

(i) v besitzt eine Dichtefunktion beziiglich p.
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(ii) v ist absolut stetig beztiglich .
(iii) Fiir alle B € A mit u(B) =0 gilt v(B) = 0.

Dann gilt (i) = (ii) = (iii).

Der Satz von Radon-Nikodym 6.22 zeigt schliefilich (iii) = (i).

Beweis. (i) = (ii). Sei g eine Dichtefunktion von v beziiglich p. Sei A mit v(A) < oco.
Dann gilt

*

lim L\ g(x) Andu(x) = J g(x)dv(x) =v(A) < co.

n—oo A

Daher existiert zu jedem ¢ > 0 ein n € N mit

| (g0 = gt Ay autny < 5.
A

Sei § = ¢/2n. Dann gilt fiir B € Amit B C A und p(B) < §, dass

v(B) = L glx)dulx) = |

(80— gx) An)dulx) +J g(x) Andu(x)

B

<s+nuB)<e.

(ii) = (iii). Sei N € A mit u(N) = 0. Da insbesondere u(N) < oo gilt, existiert zu
jedem ¢ > 0 ein d > 0 so, dass fiir B C N mit u(B) < 8 gilt v(B) < ¢. Wenn wir B =N
wdhlen, so gilt insbesondere n(N) < & fiir jedes & > 0, also auch v(N) < ¢ fiir jedes
¢ > 0. Damit gilt v(N) = 0. [ |

6.3 Der Satz von Radon-Nikodym

Definition 6.21. Sei X eine Menge und seien p, v Mafde auf X, definiert auf derselben o-
Algebra A. uund v heiflen orthogonal, in Zeichen p L v, falls es Tragermengen T C X,
S € Xvon y, bzw. v mit TN'S = ) gibt. Man sagt auch dass u singuliir beziglich p ist
(und umgekehrt).
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Satz von Radon-Nikodym 6.22. Seien p, v zwei o-endliche Mafle auf X, definiert auf
derselben o-Algebra A. Dann gibt es eine messbare Funktion f : X — R und ein
eindeutiges zu p orthogonales Mafs p mit

V=UWu+p.

Jede andere Funktion f’ mit der die obige Gleichheit gilt stimmt mit f fast tiberall
tiberein.

Beweis der Eindeutigkeit. Seienv = iy, +p1 = Wy, +p, zwei Darstellungen wie im Satz.
Seien Ty, T, Tragermengen zu p;, p, mit u(T;) = u(T;) = 0. Dannistauch T:=T, U T,
eine p-Nullmenge, sowie eine Tragermenge fiir sowohl p; als auch p,. Also gilt fiir
A € A beliebig, dass

VANT) = L s +ANT) = ANT) = pi(A) .

=0

Also gilt p; = p,. Es folgt, dass f; - p = f, - p und damit wegen Lemma 6.18 auch
u-fast tiberall f; = f5.

Beweis der Existenz. Wir nehmen zundchst an, dass v(X) < oo gilt. Wir betrachten das
System
F:= {g > 0 messbar ] Hg < v}

von Funktionen auf X. Wir behaupten, dass J ein “maximales Element” enthilt,
genauer gesagt, ein f € J so, dass fiir jedes g € J fast tiberall g < f gilt.

Zum Beweis der Behauptung zeigen wir zundchst die Zwischenbehauptung, dass
das Supremum jeder abzdhlbaren Teilmenge von J wieder in J liegt. Hierzu wiederum
seien zundchst g1, g, € F. Dann gilt fur A € A

l’L91V92(A) = Hg1vg, (A N{g: < 92}) + Hg,vg, (A N{gr > 92})
< tg, (AN{g1 < g2}) + 1y, (AN {g1 > g2})
<v(AN{g < g2}) +v(AN{gr > g2}) =v(A),

also pg,vg, < v. Istnun g; < g, < ... eine monoton steigende Folge von Funktionen
in J mit Supremum g, dann gilt fiir jedes A € A, dass

ug(A) = 1171111 Hgn (A) <v(A) y

also py < v. Ist nun (g,) eine beliebige Teilfolge mit Supremum g, so ist g auch das
Supremum der monoton steigenden Folge g; V -- -V gy, also folgt uy < v aus der
Kombination der obigen beiden Aussagen.
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Zur Konstruktion des maximalen Elements sei
a:=sup {pg(X) g€ F} <v(X) < 0.

Sei (gn) eine Folge mit pg, (X) ' a und setze f := sup, g,. Dann ist wegen der
Zwischenbehauptung f € J, also pu; < v. Weiterhin gilt fiir ein beliebiges g € J, dass

Hg(A) + (XN A) < pgve(A) + pgus( X\ A)
= ugvt(X)
<a=wX) (weilgV fed)

= we(A) + (X \ A)
also png < pf und damit p-fast tiberall g < f, wie behauptet.

Nach der obigen Konstruktion ist p := v — p positiv, also ein Maf3. Wir zeigen, dass
p zu W orthogonal ist. Hierzu verwenden wir die signierten Hilfsmafse

1
Pri= P = =V Mg

Seien X = X} U X, zugehorige Hahn’sche Zerlegungen. Fiir A € A gilt dann

1
Mep1q 4 (A) = p'f(A) + _H(A N X:)
n Xy n
=1 (A) + p(ANXL) — pu(ANX])
—_——

>0

< u(A)+p(A) =v(A).

Also gilt f + 11y, € F. Wegen der Maximalitdt von f ist dann aber X eine p-
Nullmenge. Setzen wir

X+::GX:’ X_:=ﬁX;,
n=1 n=1

dann ist X* eine p-Nullmenge und damit X~ = X\ X* eine Tragermenge fiir u. Wir
zeigen, dass X* eine Tragermenge fiir p ist. Fiir allen € Nist X~ C X, also

pn(Xi) = pn(Xi N XT:) < 0 )
da p, negativ auf X ist. Also folgt

%p(x—) = p(X ) — p(X7) > p(X) >0,

fiir alle n € N, was nur fiir p(X~) = 0 moglich ist. Damit ist X* eine Tragermenge fiir
X und somit ist p L p.

Ist schliefilich v nicht endlich sondern nur o-endlich, so wihlen wir eine Zerlegung
X =Ur; Anmit v(A,) < oo und wenden den obigen Spezialfall auf die Einschrankun-
gen von v auf die A, an. “Zusammenbauen” der Resultate liefert das Ergebnis. W
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Satz 6.23 (Spezialfall von Radon-Nikodym). Seien p und v zwei o-endliche MafSe auf
A. Dann sind dquivalent

(i) v besitzt eine Dichtefunktion beziiglich p.
(ii) v ist absolut stetig beztiglich .
(iii) Fiir alle B € A mit u(B) =0 gilt v(B) = 0.

Die Implikationen (i) = (ii) = (iii) wurden schon in Lemma 6.20 bewiesen.

Beweis von (iii) = (i). Nach dem Satz von Radon-Nikodym gibt es eine Darstellung
v = e + pmit p L p. Seien T eine Tragermenge von p mit p(T) = 0. Dann gilt

P(A) =p(ANT)=v(ANT)—w(ANT)=v(ANT),

da T eine p-Nullmenge ist. Wegen (iii) ist T aber auch eine v-Nullmenge. Also folgt
sogar p = 0. Damit gilt v = py. [ |

6.4 Lebesgue-Stieltjes-Integrale

In diesem Abschnitt klassifizieren wir alle reguldren Borelmafie auf der reellen Achse
(mit der iiblichen Topologie). Im gesamten Abschnitt sei B die Borelsche o-Algebra
auf R (also die kleinste o-Algebra, die von den offenen/halboffenen/abgeschlossenen
Intervallen erzeugt wird) und jedes Maf sei auf B definiert.

Definition 6.24. Eine Funktion H : R — R heifst Verteilungsfunktion, falls sie monoton
steigend und rechtsseitig stetig ist.

Sei H eine Verteilungsfunktion und sei f € C.([a, b]). Fiir eine Zerlegung Z = {—oc0 =
to <ty <t; <. - <ty = oo} des Intervalls R definieren wir die untere und die obere
Zerlequngssumme als

N

S(f,Z):= ) max f(t)- (H(ti1) —H(t)),
o teltiytig]
N

S(6,2):= ) min f(t)- (H{ts)) — H(t)) .
- teltitig]
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Hierbei ist zu beachten, dass Maximum und Minimum auch auf den unendlichen
Randintervallen existieren, da die Funktion kompakt getragen ist. Wir bezeichnen mit
2 die Menge aller Zerlegungen Z wie oben. Ahnlich wie beim Riemann-Integral be-
weist man folgenden Satz.

Satz 6.25. Fiir alle f € C([a, b]) gilt

Joo f(t)dH(t) := 1nf$(f Z)=supS(f,Z). (6.4.1)

o Zez

Diese Zahl heifst Riemann-Stieltjes-Integral von f beziiglich H.

(n)

Bemerkung 6.26. Zudem gilt: Ist Z, = {—oc0 = t(() M o< t( Mo < thog = oo} eine
beliebige Folge von Zerlegungen, so, dass der Trager Von f stets im Intervall [t} t ,’c](\J ]
enthalten ist und so, dass die Feinheit sup,_;_\ (t( — t1 1) gegen Null konvergiert, so

gilt (6.4.1) mit

o) Nn
J f()AH(E) = Tim 3 F(EM) - (HE) — HE™)).

Satz 6.27. Ist H stetig differenzierbar, so gilt

JOO f(t)dH(t) :Joo f(t)H'(t)dt.

—00 —00

Beweis. Zu einer gegebenen Zerlegung Z = {t; < --- < tn} € Z existieren nach dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung &; € [ti, ti1] so, dass

H(tis) — H(t) = H'(&) - (tiq — ti) .

Ist also (Z,,) eine Folge von Zerlegungen wie in Bemerkung (6.26), so gilt
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Lemma 6.28. Die Abbildung

() = fo F(t)dH(Y)

—00

ist ein Elementarintegral auf dem Raum C.(R).

Beweis. ] ist positiv, da H monoton wachsend ist. Nullstetigkeit von oben folgt mit
dem Satz von Dini zusammen mit der Abschdtzung

0o N—-1
U f(t)dH(t)‘ <IS(F, )1 < [[flloo - Y (Hltis) = H(t) = [[flloo - (H(tn) — H(t1)) -

> i=1

Hierbeiist Z = {—oc0o =ty < t; < -+ < tn = o0} eine Zerlegung so, dass der Trager
von f in [ty, ty] enthalten ist. |

Mit obigem Lemma ist (R, C.(RR), J"fooo dH) ein elementarer Integrationsraum und un-
sere Vervollstandigungsprozedur liefert einen Lebesgue’schen Integrationsraum sowie
ein induziertes reguldres Borelmafs.

Definition 6.29. Die Lebesgue-Vervollstindigung des oben beschriebenen Integra-
tionsraumes heifst Lebesgue-Stieltjes-Integral, nach wie vor bezeichnet mit

ro fF(t)dH(t).

—00

Das induzierte reguldre Borelmaf’ py heifit Lebesgue-Stieltjes-Mafs.

Beispiele 6.30.
(a) Ist H(t) = t, so ist das zugehorige Riemann-Stieltjes-Integral gleich dem tiblichen

Riemann-Integral, wahrend das Lebesgue-Stieltjes-Integral gerade das eindimen-
sionale Lebesgue-Integral ist.

(b) Tt

H(t) = 0 t<O
1 t>0

die sogenannte Heaviside-Funktion, so ist das zugehorige Riemann-Stieltjes-Integral
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gerade die Dirac-Distribution

Joo F(H)AH(t) = £(0) .

—00

Das induzierte Lebesgue-Stieltjes-Mafs ist das Dirac-Mafs

1 0€eA
A) = A € B,
HH(A) {O 0¢A.

(c) Ein weiteres Beispiel einer Verteilungsfunktion ist die sogenannte Teufelstreppe.
Hier setzt man

5 tElLs

1 t 12 t <
Hy=¢3 'S8 g ny=J°0 9

i tE(§,§) 1 tZ],

analog zur Definition der Cantormenge C C [0,1] (siehe Abschnitt 4.4). Dies
definiert H auf R \ C. Man tberpriift das H auf dieser dichten Teilmenge stetig
ist; H besitzt dann eine eindeutige stetige Fortsetzung zu einer monoton steigen-
den, stetigen Funktion auf ganz R.

0.8

0.6

0.4

0.2

Das Riemann-Stieltjes-Integral kann auch fiir gewisse nicht notwendigerweise mono-

ton steigende Funktionen H definiert werden. Hierfiir benotigen wir folgendes Resul-
tat:
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Lemma 6.31. Sei H : R — R eine beliebige Funktion. Dann sind die folgende Aussagen
dquivalent:

(i) Hist die Differenz zweier monoton steigender Funktionen F und G.

(ii) H hat auf jedem Intervall [a, b] C R endliche Variation

N
VargH:sup{Z‘H(ti)—H(ti_ﬂ} ’ a=th<th < - <tn :b} .

i=1

Zudem gilt: Im Fall, dass die obigen dquivalenten Bedingungen erfiillt sind, ist H
rechtsseitig stetig wenn sowohl F als auch G rechtsseitig stetig (also Verteilungsfunk-
tionen) sind.

Proof. (i) = (ii) Sei H = F — G mit monoton steigenden Funktionen F und G. Dann
gilt fiir jede Zerlegunga =ty <t <--- <ty =b

<|F t) — F(ti)| + |G(t:) — G(’%—])})

i=1

N N
Varf H < Z [H(t) — H(ti)| < Z
-
F(b

(
) —F(a) + F(b) — G(a).

(ii) = (i) Hat H endliche Variation auf [a, b] so auch auf jedem Teilintervall. Fiir die
Funktion
F(t) = Var, H

und t < s gilt dann
F(s) — F(t) = Vari H — Varg H = Var; H > [H(s) — H(t)| > H(s) — H(t) .

Insbesondere ist F monoton wachsend und die Funktion G = F— H ist auch monoton
wachsend. Damit gilt H = F — G mit monoton wachsenden Funktionen F und G.

Der Zusatz folgt daraus, dass fiir ein rechtsseitig stetiges H auch die Funktion F(t) =
Var; H rechtsseitig stetig ist. u

Satz 6.32. Sei H eine (nicht notwendig monoton steigende) Funktion mit beschrénkter
Variation und sei H = F—G eine beliebige Zerlegung in monoton steigende Funktionen
Fund G. Dann ist die Mengenfunktion

HH(A) = pe(A) — p(A)

ein wohldefiniertes reguléres signiertes Borelmafs auf R.
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Beweis. Offenbar ist uy = pr — pg ein signiertes Mafs. Wir miissen nur nachweisen,
dass dies unabhéngig von der Wahl der Zerlegung ist. Ist H = F' — G’ eine andere

Zerlegung, so gilt F+ G’ = F' 4 G, also
Hr — M6 — (MF — Her) = Mrrgr — Heyr = 0. u

Lemma 6.33. Sei H eine Verteilungsfunktion. Dann gilt

wn([a, b]) = H(b+) — H(a—),
wr(la, b)) = H(b—) — H(a—) M=) =limH(y
n((@b)) = Hb+) —H(ad) 0 H(s4) = lim H(1).
wi((a,b)) = H(b—) — H(a+),

Proof. Wir behandeln den Fall des halboffenen Intervalles [a, b). Wir betrachten die
Schar (f.) von affin-linearen Funktionen wie im untenstehenden Bild:

Dann konvergiert f, punktweise gegen 1(4») und aufgrund des Satzes tiber majorisierte
Konvergenz (eine integrierbare Majorante ist die Funktion 141 p417) gilt

4(10,0) = | T BOaHE) ~tim [~ r(0aH()
Hierbei ist
J'Oo fe(t)dH(t) = lr_a fe(t)dH(t) + H(b —2¢) —H(a —¢) + Jb_£ fe(t)dH(t) .
—00 a—2¢ b—2¢

Dabei gilt wegen der Abschidtzung aus Lemma 6.28

JH fe(t)dH(t)‘ < H(a—¢)—H(a—2e).

a—2¢

Dies konvergiert gegen Null fiir ¢ — 0, denn: Andernfalls existiert ein 6 und eine
Nullfolge (e,,), so dass der Zuwachs von H auf jedem Intervall [a —¢,,, a — €,11] mehr
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als & betrdgt. Damit wire H aber links von a unbeschriankt. Analog konvergiert das
Integral tiber [d — 2¢,d — ¢] gegen Null, so dass

limJOo fe(t)dH(t) = H(b—) — H(a—) .

e—0 o

Die Aussage fiir die Intervalle [a, b], (a, b] und (a,b) werden analog bewiesen. |

Satz 6.34. Fiir jedes reguldre Borelmaf u auf R existiert eine Verteilungsfunktion H so,
dass p = uy. Eine mogliche Wahl ist

_u(o)  t>0
M= {—u((—t, o) t<o

und jede andere Verteilungsfunktion H' mit p = Ay, hat die Form H'(t) = H(t) + a fir
eina € R.

Beweis. Sei p ein regulédres Borelmafs. Wir definieren H durch die obige Formel. Dann
ist H offenbar monoton wachsend. Fiir t > a gilt

lim H(s) = lim ((a, ) = (ﬂmm) — u((a,t]) = H(t),

wobei wir fiur die mittlere Gleichheit Korollar 3.9 verwendet haben. Also ist H
rechtsseitig stetig auf [a,00) und die rechtsseitige Stetigkeit auf (—oo, a) folgt ana-
log. Damit ist H eine Verteilungsfunktion.

Die Formeln von Lemma 6.33 zeigen, dass p auf den halboffenen Intervallen mit
py lbereinstimmt. Da diese die Borel’sche o-Algebra erzeugen, miissen py und p
uberall tibereinstimmen.

Ist nun H’ eine beliebige Verteilungsfunktion so, dass p = Ay ist, so gilt wegen
Lemma 6.33
u((0,t]) = H'(t+) — H'(0+),

falls t > 0. Damit gilt H'(t) = H(t) + H'(0+) fiir die oben definierte Funktion H. Die
Aussage fiir t < 0 folgt analog. |

Definition 6.35. Eine Funktion H : [a, b] — R heifst absolut stetig, falls zu jedem ¢ > 0
ein & > 0 existiert, so dass fiir jedes Familie (a;, by),..., (an, bn) C [a, b] von disjunk-
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ten offenen Intervallen in [a, b] mit

N N
A (U(ai,bi)) =) (bi—a) <5

=1
gilt
N
Z [H(b;) — H(a;)| < e.
i

Eine Funktion H : R — R heifst (lokal) absolut stetig, falls ihre Einschrankung auf jedes
beschridnkte Intervall absolut stetig ist.

Bemerkung 6.36. Da die rechte Seite der Abschédtzungen in der Definition der abso-
luten Stetigkeit unabhdngig von N ist, gilt mit einer absolut stetigen Funktion H im
Grenzwert auch die Abschédtzung

A (G(ai)bi)) <o = i [H(b:) —H(ay)| < ¢
i

i=1

fur unendlich viele disjunkte Intervalle, die in einem gemeinsamen Intervall [a, b] ent-
halten sind.

Beispiel 6.37. Jede Lipschitz-stetige Funktion (und spezieller jede stetig differenzier-
bare Funktion) ist absolut stetig.

Beispiel 6.38. Die Teufelstreppe ist nicht absolut stetig. Um dies zu sehen wéhlen wir
0 < ¢ < 1/2. Dann Funktionswertesprung von Null auf 1/2 erreichen wir auf zwei
Intervallen der Lange 1/9, mit Gesamtlange

2 1 2

9733
aber bei genauem Hinsehen auch auf vier Intervallen der Lange 1/27 oder allgemein
auf 2" Intervallen der Lange 1/3""', mit Gesamtlinge

20 12\
3n+l 3 3 :

Daher kann es zu keine ¢ < ] ein passendes 5 geben.
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Lemma 6.39. Ist H eine absolut stetige Verteilungsfunktion, so ist das zugehorige
Lebesgue-Stieltjes-Maf$ 1y absolut stetig beztiglich des Lebesgue-Mafes.

Beweis. Wir zeigen, dass jede Lebesgue-Nullmenge auch eine Nullmenge fiir py, ist.
Sei also N C R eine A-Nullmenge. Wir zeigen, dass uu(N N (a,b)) = 0 fiir jedes
beschrankte Intervall (a, b).

Unter Benutzung der absoluten Stetigkeit von H sei zu gegebenem ¢ > 0 ein & > 0

so, dass
N N
A (U(m» bi)) <3d = Z (H(b;) —H(ay)) <e.

i=1
gilt fiir beliebige paarweise disjunkte Intervalle (aj, b;), die alle in (a,b) enthalten
sind.

Wegen der Regularitit des Lebesgue-Mafles existiert nun eine offene Menge U C
(a,b), die N N (a,b) enthdlt, und so, dass A(U) < e. Als offene Menge in R ist
U eine disjunkte Vereinigung (moglicherweise abzdhlbar unendlich vieler) offener
Intervalle, U = [ J;°, (a;, b;). Damit gilt

LL]:(N N ( < LLF Z HF al) - Z (F(bl) - F(al)) < &,

wobei wir in der zweiten Gleichheit Lemma 6.33 benutzt haben und im Anschluss
Bemerkung 6.36. Da dies fiir jedes ¢ > 0 gilt, folgt ur(N N (a,b)) =0. |

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 6.40. Eine stetige Funktion H :
R — Rist genau dann absolut stetig, wenn eine lokal integrierbare Funktionh : R — R

exisitiert so dass .

H(t) = H(0) +J h(s)ds. (6.4.2)
0
Hier bei bedeutet lokal integrierbar, dass die Einschrankungen h|, fiir jede beschrankte
Teilmenge A C R (Lebesgue-)integrierbar sind.

Beweis. (=) Dass H absolut stetig ist, impliziert insbesonder, dass H auf jedem Teil-
intervall [a,b] C R beschrankte Variation hat. Nach Lemma 6.31 konnen gilt also
H = F — G mit Verteilungsfunktionen F und G. Wir kénnen F und G so wéhlen,
dass sie nach wie vor absolut stetig sind: Dies ist beispielsweise der Fall wenn wir
wie im Beweis von Lemma 6.31 explizit F(t) = Var, H setzen. Seien pr und pg die
zugehorigen Lebesgue-Stieltjes-Mafie.
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Aus der absoluten Stetigkeit von F und G folgt mit Lemma 6.39 dass pr und pg abso-
lut stetig beziiglich des Lebesgue-Mafies sind. Daher existieren nach dem Satz von
Radon-Nikodym Funktionen f und g mit

MM:LHWM ;Mmszmm

Mit h := f — g gilt dann (6.4.2).
(=) Ist h lokal integrierbar, so ist das durch

An(A) == JA [h(t)|dt

gegebene Maf absolut stetig beziiglich des Lebesgue-MafSes (Lemma 6.20). Zu jedem
¢ > 0 und jedem Intervall I C R existiert daher ein 6 > 0 so, dass A(A) < A (A) fir
alle Borel-messbaren Mengen A C 1. Wegen

!WU—H@NSJMWWMZAMBM)

S

ist also die durch (6.4.2) gegebene Funktion absolut stetig. u

Wir halten folgendes Korollar aus obigem Satz fest:

Korollar 6.41. x Sei H eine Verteilungsfunktion auf R mit zugehorigem Maf py. Dann
sind dquivalent:

(i) Hist absolut stetig;
(i) pn < A;
(iii) Es existiert eine nichtnegative lokal integrierbare Funktion h : R — R mit

H(t) = H(0) + E h(u)du

Definition 6.42. Ein Verteilungsfunktion H heifst diskret, falls der Wertebereich {H(t) |
t € R} endlich oder abzihlbar ist.

Das zu einer diskreten Verteilungsfunktion H gehorige Mafs py ist eine abzédhlbare
Linearkombination von Diracmafsen (s. Beispiel 8.11 (b)).
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Zerlegungssatz 6.43. Jedes Borelmaf 1 auf R hat eine eindeutige Zerlegung
H=An+0+p,

in paarweise orthogonale Mafe, wobei Ay, absolutstetig beziiglich des Lebesgue-Mafses
ist & absolutstetig ist.

Beweis. Sei
T:={t e R|u({t}) # 0k

Da p reguldr ist, muss T abzédhlbar sein. Ein Maf3 6 mit einer diskreten Verteilungs-
funktion wird nun definiert durch

5(A) =) ul({t) -8

teT

Die Differenz p — 6 ist nun wieder ein (positives) Mafs, da
H(A) = d(A) = w(ANT) + p(T) = 8(T) = p(ANT) =0

gilt.

Sei nun H eine Verteilungsfunktion so dass u — & = py. Nach Konstruktion ist py
atomfrei, erfiillt also py({t}) = 0 fiir alle t € R. Mit den Formeln aus Lemma 6.33 gilt
dann

H(t+) —H(t—) = 151{’? H(s+) —H(t—) = 151{’? b ([ty s]) = <ﬂ[t, s]) = mu({th =0,

s>t

also ist H stetig.

Nach dem Satz von Radon-Nikodym gilt nun py = A, +p fiir eine messbare Funktion
h und ein zu Ay, orthogonales Mafs p. Wegen Korollar 6.41 ist jede Verteilungsfunk-
tion zu A, absolut stetig. Damit ist auch die Verteilungsfunktion zu p stetig. Dies
impliziert, dass sowohl Ay, also auch p orthogonal zu 6 sind. Denn da beide stetige
Verteilungsfunktionen haben, ist die Menge T eine Nullmenge, also ist R \ T eine
Tragermenge fiir A, und p, wahrend T eine Tragermenge fiir § ist. |

Bemerkung 6.44. Nach Satz 6.34 besitzt das Maf3 p aus dem Zerlegungssatz eine Vertei-
lungsfunktion. Man kann diejenigen Funktionen die als Verteilungsfunktionen von
p auftreten, charakterisieren als diejenigen Funktionen, die stetig und A-fast tiberall
differenzierbar sind mit Ableitung Null.

Es folgt, dass jede Verteilungsfunktion H : R — R eine Zerlegung in
F=F+Fh+F
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besitzt, so dass gilt:

e TF; ist absolut stetig. Das zugehorige Maf$ besitzt dann eine Dichte beztiglich des
Lebesgue-Mafses.

o I, ist diskret (also lokalkonstant auf R \ T, wobei T C R abzdhlbar ist). Das proto-
typische Beipiel ist die Heaviside-Funktion.

e T; ist stetig und fast tiberall differenzierbar mit Ableitung Null, also lokalkonstant
auf dem komplement einer Nullmenge. Das prototypische Beispiel ist die Teufel-
streppe.

7 Die Lebesgue-Raume

7.1 Definition der Lebesgue-Raume

Wir sagen, dass eine Funktion auf einem Mafs- oder Integrationsraum eine Eigenschaft
“fast tiberall” besitzt, wenn diese Eigenschaft auf dem Komplement einer Nullmenge
erfillt ist.

In diesem Abschnitt sei (X, A, 1) ein o-endlicher Mafsraum. Wir schreiben

J ) dun(x)
X

tiir das zugehorige Integral. Weiterhin sei M das zugehorige System der messbaren
Mengen.

Definition 7.1 ({P-Rdume). Fiir 1 < p < oo definieren wir
LP(X,u) = {f € Mendlich | [fP € £} .
Insbesondere ist £'(X, ]) = £. Weiterhin definieren wir

L£2(X, n) = {f € M fast iiberall beschrénkt} .

Fur f € LP(X, u) definieren wir die LP-Norm durch

1/p
Il = ( L\ﬂpdu(X)>
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falls p < oo und
||l := esssup |f| = ]\i]nf sup |f(x)].

Nullmenge XEX\N

Lemma 7.2. Fiir alle 1 <p < oo gilt die Minkowskiungleichung

I+ gllee < [fllee +[gller -

Die Minkowski-Ungleichung besagt, dass die LP-Normen die Dreiecksungleichung er-
tillt. Allerdings sind sie im Fall der Existenz nichttrivialer Nullmengen keine Norm,
da beispielsweise fiir jede Nullmenge die Indikatorfunktion 1y in £P(X, 1) enthalten ist
(fuir jedes 1 < p < oo0) mit ||f||» = 0. Wir erhalten also tatsdchlich nur eine Halbnorm.
Um dies zu reparieren macht man die folgende Definition.

Definition 7.3 (LP-Rdume). Zwei Funktionen f,h € M heifen fast iiberall gleich, wenn
sie auf dem Komplement einer Nullmenge tibereinstimmen. Dies definiert eine Aqui-
valenzrelation, und wir bezeichnen die Aquivalenzklassen mit [f].

Sei N € M die Menge der Funktionen, die fast iiberall Null sind. Fir 1 < p < oo
schreiben wir
LP(X, ) 1= LP(X, 1)/ (£7 (X, 1) N N)

fiir den normierten Raum der Aquivalenzklassen.

Satz 7.4. Fiirjedes 1 < p < oo sind die Rdume LP (X, i) Banachrdume.

Zum Beweis nutzen wir folgendes Lemma.

Lemma 7.5. Fiir einen normierten Raum E sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Eistvollstindig (ein Banachraum), d.h. jede Cauchyfolge in E konvergiert.

(ii) Alle absolut konvergenten Reihen in E konvergieren.

Beweis. Die Implikation (=) ist trivial, da die die Folge der Partialsummen einer
absolut konvergenten Reihe eine Cauchyfolge bildet.

Fiir die Implikation (=) sei (x,) eine Cauchyfolge in E. Wir wihlen eine Teilfolge
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(%n, )k 80, dass ||Xn,,, — Xn, || < 275 Mit yy := Xn,,, — Xn, gilt dann

o o0
D ludi <) 2% <0,
k=1 k=1

also ist die Reihe } }°, yi absolut konvergent, konvergiert also nach Annahme gegen
einy € E. Damit existiert fiir jedes ¢ > 0 ein N so dass fiir jedes N > N, gilt

N
St —Zyk
k=1

Damit konvergiert die Cauchyfolge (x,, )x gegen x := y + x,,. Da eine Cauchy-
folge mit einer konvergenten Teilfolge selber konvergiert (und zwar gegen denselben
Grenzwert) konvergiert auch (x,) gegen E. |

= |ly = = %0 || = || (Y + xny) — X || -

Beweis von Satz 7.4. Wir weisen das Kriterium von Lemma 7.5 nach. Sei } .~ f,, eine
absolut konvergente Reihe, also

o0

Z |frllr < 0.

n=1

Betrachte die punktweise definierte Funktion F := ) >, |f,,], die in £* liegt, aber den
Wert unendlich annehmen kann. Wegen

* 0 p
Ln:( xPdu(x) = [F7, < <Z|rfn||m> <o
n=1

ist |F|? eine Levifunktion. Insbesondere ist die Menge N = {F(x) = oo} eine Null-
menge. Fiir alle x € X konvergiert damit die Reihe

Z fr(x) - Tan(x

absolut (dies ist einfach die Vollstandigkeit von C). Die Funktion f ist als punktweiser
Grenzwert von messbaren Funktionen messbar.

Wegen [f[P < [F]P ist auch das verallgemeinerte Integral von [f[P endlich, damit ist
If|P € £ nach Lemma 2.28, also f € LP(X, u).

Es bleibt zu zeigen, dass die Reihe der f,, gegen f konvergiert. Hier gilt fiir alle
x € X\'N

00 P
Y Ifalx)

n=N-+1

00 P
Y falx)

n=N-+1

< [F)P,
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also ist die integrierbare Funktion [F|? - 1x\n eine Majorante, und es gilt

:L

nach dem Satz von Lebesgue tiber dominierte Konvergenz, da der Integrand punk-
tweise gegen Null konvergiert. |

P P

du(x) — 0

N

> falx) — F(x)

n=1

N

> falx) — f(x)

n=1

Lp

7.2 Vollstandigkeit

In diesem Abschnitt ist (X, A, 1) stets ein o-endlicher Mafsraum.

Lemma 7.6 (Holder-Ungleichung). Seien p, q € [1, co] mit

1 1
—4+—-=1. (7.2.1)
P A
Dann ist fiir f € LP(X, n), g € £L9(X, n) die messbare Funktion f - g integrierbar und es
gilt
1T glltr < [[flle - lgllea -

Definition 7.7. Zahlen p, q € [1, 00] die die Gleichung (7.2.1) heifSen konjugierte Expo-
nenten.

Bemerkung 7.8. Eine wichtige Verallgemeinerung der Holder-Ungleichung ist die Un-
gleichung

1T gller < [[flle - [[gl]La
fur f € LP(X,u) und g € L9(X, 1), wobei

T 1 1

P q T

Denn fiir solche p, q, r sind die Exponenten p’ = p/r und q' = q/r konjugiert, also gilt
nach der tiblichen Holderungleichung

- gt = [I1F- 9l < J[IF7 e - Wllol o = 11 - Ngla-
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Darstellungssatz von Riesz 7.9. Seien p € (1, 00] und sei q der konjugierte Exponent.
Ist f € LP(X, u), so wird durch die Vorschrift

Ot g J 9(x) - 1) dpu(x)

ein stetiges lineares Funktional auf L9(X, i) definiert, und die resultierende Abbildung
®:LP(X>U)—>LC‘(X»H)/> f'—>(pf

ein isometrischer Isomorphismus.

Bemerkung 7.10. Der Raum L?(X, ) ist sogar ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt
(f,9) = | 0x) - gix)ax.
X

Bemerkung 7.11. Der Darstellungssatz von Riesz gilt nicht fiir p = 1. Die Abbildung
L'(X, 1) — L=(X, )’

aus dem Satz von Riesz existiert nach wie vor und ist isometrisch (also insbesondere
injektiv), aber nicht surjektiv.

Beweis. Nach der Holder-Ungleichung ist ¢4 eine wohldefinierte Abbildung und es
gilt

pi(g)l < L £ g(x)ldu(x) = |- gllor < [[F]lr - [lgllus -

Also ist @y stetig mit Norm ||@¢|| < |/f||r. Zwei Funktionen f;,f, € LP(X, ), die
fast tiberall tibereinstimmen, induzieren offenbar dasselbe Funktional, also ist ® eine
wohldefinierte lineare Abbildung mit || ®| < 1.

Um zu zeigen, dass @ eine Isometrie ist, miissen wir ||@¢|| = ||f||» fiir alle f €
LP (X, n) nachweisen. Wir benutzen hierzu, dass fiir konjugierte Exponenten stets
die Gleichung (p — 1)q = p gilt. Konkret sei f € LP(X, n) mit ||f||;» = 1 beliebig. Wir
setzen A := {f(x) # 0} und

g:=[fP2 f - 1,. (7.2.2)

Dann gilt

J* 19001 du(x) = J 01PN dp(x) = j (0P du(x) = j (P du(x) .
X A A X

Also ist |g|9 integrierbar und ||g]| = ||f|Ify = 1. Zudem ist

oilg) = JX g(x) - F(x)du(x) = L P duix) =1,
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also folgt l@¢(g)| = [f[|ir - [|gllLe und damit || @¢[} = [|f]|cp.

Beweis der Surjektivitit. Wir betrachten zur Einfachheit nur den Fall u(X) < oco. Sei
@ € L9(X, n)’ ein beliebiges stetiges lineares Funktional. Wir behaupten, dass durch

V(A) = (p(lA)v A€EA,

ein signiertes Maf auf X definiert wird. Hierbei ist xa € £9(X, ), da p(X) < oo vo-
rausgesetzt wurde. Offenbar ist v additiv. Sei A;, A,, ... eine Familie von disjunkten
Teilmengen von X mit Vereinigung A. Dann gilt

1, - ; 1, qq - L <1A - Z mw) e
J S 1lx (U A)

i=n—+1

Also konvergiert die Reihe } °; 14, in der L9-Norm gegen 1,. Wegen der Stetigkeit
von ¢ folgt also

IR UETY (65 oM EPTARAY

i=1
Dies zeigt die o-Additivitat, also ist v ein signiertes Maf3.

Sei v = v — v~ die Jordan-Zerlegung von v. Direkt aus der Definition folgt, dass
p-Nullmengen auch Nullmengen fiir v und v~ sind. Also folgt aus dem Spezial-
fall 6.23 des Satzes von Radon-Nikodym, dass v* = ;= fiir nichtnegative messbare
Funktionen f* gilt. Ist X = X" U X~ eine Hahn-Zerlegung fiir v, so gilt

L £ () () = vEX) = vE(XE) = @(1xe) < o]l - [Txflue < 00,

also sind f* und f~ sogar integrierbar, und damit auch f := f* — ™.

Wir behaupten nun, dass fiir alle beschréankten messbaren Funktionen g gilt, dass

olg) = L g(x) - f(x)dp(X) (7.23)

Nach Konstruktion von f folgt dies fiir alle Indikatorfunktionen g und damit auch
fiir alle Treppenfunktionen. Sei nun g € £°(X, ) eine beliebige beschrankte mess-
bare Funktion. Dann existiert eine beschréankte Folge (g,) von Treppenfunktionen,
die punktweise gegen g konvergiert. Dann folgt aus dem Satz von Lebesgue tiber
dominierte Konvergenz, dass

ol(gn) = L gn(x) - () du(x) — L g(x) - () dn(x)
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sowie dass ||gn — gl|ra gegen Null konvergiert. Hierbei kann eine konstante Funktion
als integrierbare Majorante nehmen, da p(X) als endlich vorausgesetzt war. Weil ¢
stetig beziiglich der L9-Norm ist, folgt damit auch ¢(g,) — ¢(g), was die Behaup-
tung beweist.

Es bleibt zu zeigen, dass f € £LP(X, u), und dass (7.2.3) sogar fiir alle g € L9(X, )
gilt. Im Fall dass q = oo, also p = 1, sind wir fertig, da wir schon wissen, dass
f e L'(X,p). Im Fall q < oo sei g zu gegebenem f die in (7.2.2) definierte Funktion
und sei By, :={|g(x)| < n}. Dannist 13, - g beschrankt und messbar, also gilt mit dem
vorigen Schritt

J [FOIPdp(x) = L 1, (x) - g(x) - f(x)dn(x) = @(1g, - g) < [|¢]l[|1p,9][La

' 1/q 1/q
=H<pH'(JB rg(x)rqdu(x)) =H<pu'(JB rf(xwdu(x))

Es folgt, dass ||1g,, - f|lir < ||@|| < co. Da andererseits punktweise gilt 15, - [f[> 7 [f[?
folgt aus dem Satz von Beppo Levi, dass f € LP(X) mit |[f||i» < |[@].

Indem man ein allgemeines g € L9(X, ) wie eben als Grenzwert von beschrank-
ten Funktionen schreibt, folgt die Darstellung (7.2.3) folgt damit auch fiir alle g €
L9(X, n). Damit gilt ¢ = @¢. Dies zeigt die Surjektivitat.

Der allgemeine Fall 1(X) = oo wird wieder auf den Fall endlichen Mafles zurtickge-
fiihrt. [ |

7.3 Konvergenzarten

(X, A, 1) sei wieder ein o-endlicher MafSraum.

Definition 7.12. Sei (f,,) eine Folge von messbaren Funktionen auf X. Sei f eine weitere

messbare Funktion auf X. Wir schreiben:

) (Die Menge der Punkte, an denen

(@) fn Hf = w({fn(x) =» f(x)}) =0. wo f, nicht gegen f konvergiert ist
eine Nullmenge.)

Wir sagen f,, konvergiert fast iiberall gegen f.

(b) fo—f & [[fa—Fl» —0
Wir sagen f,, konvergiert gegen f im p-ten Mittel.

© fa—f = Ve>0:u({ifalx) —f(x)| =€) =0
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(Das Maf3 der Punktmengen, wo
die Differenz |f,, — f| groer als ¢
ist, konvergiert gegen Null.)

Wir sagen f,, konvergiert im Maf$ gegen f.

Satz 7.13. Es gelten die folgenden Beziehungen zwischen obigen Konvergenzarten:

(1) Wenn f, I, £, so existiert eine Teilfolge (fy, ) mit f,,, E ¢,

(2) Wenn f,, i ¢ und falls (fn) eine integrierbare Majorante zuldsst, so gilt f, ot

(3) Wenn f,, f} f, so gilt f,, ot

(4) Wenn f,, AN f, so gilt f,, 5 1.

(5) Wenn f,, % £ und 1(X) < oo, so gilt f,, 51

(6) Wenn f,, = f und p(X) < 0o, so existiert eine Teilfolge (fy, ) mit f,,, Bt

(7) Wenn f,, 5 fund 1(X) < oo, so gilt f,, 5 f fiir alle q<p.

Wir erhalten also folgendes Diagram der Konvergenzbeziehungen:

Lp falls u(X) < oo Lo°
fn— f < fn— f

R Satz von 7

N .
3. Beppo Levi / o
N._ majorisierte B2 (73 1 )
N 7/
o Konvergenz P Satz
N s E ff
,»~ von Egoro

Teilfolge

Teilfolge, falls pu(X) < oo

fn— f

<

falls u(X) < oo

Beweis. (1) Die Konstruktion einer entsprechenden Teilfolge geht dhnlich wie im Be-
weis von Satz 7.4.

(2) Dies ist des Satz von Lebesgue tiber die dominierte Konvergenz 2.31.

(3) Dies ist im Wesentlichen der Satz von Beppo-Levi 2.24 (allerdings muss man die
Funktionenfolge auf einer Nullmenge modifizieren um ihn wortlich anzuwenden).
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(4) Sei f,, s £ Und setze An = {Ifa(x) — f(x)| > €}. Sei zundchst p < oo. Fiir e > 0
gilt dann

L(Ay) - ef = J ePdu(x) < J |fr(x) — f(x)]pdx < ||fn —f[|P — 0.
n A-Tl

Fiir p = oo ist nach Definition der L**-Norm fiir jedes ¢ > 0 die Menge A,, fiir n grof3

genug eine Nullmenge. Also ist t(A,) sogar gleich Null fiir n grofd genug.

(5) Die Funktionenfolge f,, konvergiere fast iiberall gegen f. Zu ¢ > 0 miissen wir
zeigen, dass 1(A,) — 0, wobei A, wie eben definiert ist. Hierzu setzen wir

Bn = [OJAi, B:ﬁBn
i=n n=1

Wir behaupten, dass B C {x | f,(x) - f(x)}. In der Tat, ist x € B, so ist x € B,, fiir alle
n € N, also existiert fiir alle n € Nein i > n mit x € A;, also [f;(x) — f(x)| > €. Damit
kann f;,(x) nicht gegen f(x) konvergieren und die Behauptung ist bewiesen.

Es folgt, dass

w(B) < p({x|falx) » f(x)}) =0,
B ist also eine Nullmenge. Wegen n(X) < oo gilt auch u(B;) < oo, also wegen der
Abwirtsstetigkeit von p auch

lim sup p(An) < lim p(By) = u(B) < p({x [ fu(x) » f(x)}) =0.

n—oo

Damit konvergiert (A, ) gegen Null.

(6) Es konvergiere f,, dem Mafse nach gegen f. Dann wihle zu jedem k € N einen
Index n = ny so grof3, dass

R( {Ifn (x) = F)| > 1}) <

~"

=:Ax

1
2%

Es gilt dann
{fa x) =t} < U A

1=1 k=1
da wenn f,, (x) - f(x) gilt, die Beziehung f, (x) > 1/k unendlich oft erfiillt sein
muss. Da nach Wahl der Teilfolge Y \°; Ax < oo gilt, ist die rechte Seite nach dem
Lemma von Borel-Cantelli eine Nullmenge.

(7) Sei q < pund u € [0, 00) mit
1 1 1

P u q
Wegen Bemerkung 7.8 gilt dann fiir f € LP(X, ), dass

[fllee = 11 Ule < [fllee - e = [[Flle - ).
Damit ist ist die LP-Norm stdrker als die LY-Norm. Daraus folgt die Behauptung. W
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Beispiele 7.14. Wir geben Beispiele dafiir, dass die Konvergenzbeziehungen aus Dia-
gram (7.3.1) im allgemeinen nicht umkehrbar sind.

(a) Ein Beispiel fiir eine Folge (f,,) , die dem MafSe nach, aber nicht in L konvergiert,

ist die Folge
n x<4i
folx) = -
(x) {0 X>1H-

Diese Folge konvergiert auch fast tiberall gegen Null (fiir das Lebesgue-Maf$ auf
[0, 1]), ist also auch ein Beispiel fiir die Notwendigkeit der integrierbaren Majorante
im Satz von Lebesgue.

(b) Fiir L,k € Nmit 0 < k < 2! — 1 betrachten wir die Menge
Apg ={x |k <2 <k+1}C[0,1],

wobei wir [0, 1] wiederum mit dem Lebesgue-Maf ausstatten. Dann konvergiert
die Folge der Indikatorfunktionen der Mengen A, dem Mafie nach gegen Null
(da u(A,) — 0), aber die Mengen sind so gebaut, dass jeder Punkt aus [0, 1) in un-
endlich vielen A, enthalten ist. Also konvergiert die Folge der Indikatorfunktionen
nur im Punkt x = 1 (inbesondere also nicht fast tiberall).

Die obige Folge konvergiert auch beziiglich jeder LP-Norm. Es ist nicht schwer,
eine fast iiberall konvergente Teilfolge zu finden.

(c) Ein Beispiel, das die Notwendigkeit der Bedingung 1(X) < oo in Satz 7.13(5) ver-
anschaulicht ist die Folge der Indikatorfunktionen der Mengen n,n + 1], n € N,
von R, ausgestattet mit dem Lebesgue-Maf3. Diese Folge konvergiert punktweise
gegen Null (sogar tiberall), nicht aber dem Maf3e nach.

Satz von E oroff 7.15. Sei p(X) < oo und sei (f,) eine Folge von messbaren Funktio-
nen mit f, — f. Dann existiert zu jedem & > 0 eine messbare Menge X’ C X so, dass

WX\ X') <eund f, % £ auf X’. Mit anderen Worten, f,, konvergiert auf X’ gleich-
massig gegen f.

Beweis. Wir bilden die messbaren Mengen

= {If:x) = 001 < 1}

Nach Konstruktion ist A¥ C Ak C A} C

Falls f,(x) — f(x), so gilt fiir jedes k € N, dass x € Ak fiir n grof genug, also
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x € U, AX. Da die Folge (f,) fast tiberall gegen f konvergiert, hat also die Menge
X\ U2, AX das Ma Null. Da die Menge aufsteigend ist, existiert also zu jedem
k € N ein Index ny so, dass .
X\ A¥ e
KX\ AK) < o
Wir setzen -~
= ﬂ Ak
k=1
Dann gilt
o0 o0 €
w(X\ X' (UX\A > D X\ AE) =
k=1 k=1
und ]
sup [fi(x) — f(x)| < = fiir i>ny,
xeX’ k
also konvergiert (f,) auf X’ gleichméssig gegen f. u

8 Elemente der Stochastik

8.1 Verpflanzung von MafSen

Definition 8.1. Ein Messraum (X, A) besteht aus einer Menge X zusammen mit einer
o-Algebra A von Teilmengen von X.

Seien (X, A) und (Y, B) zwei Messrdume. Eine Abbildung T : X — Y heifit messbar
(genauer A-B-messbar), falls fiir alle B € B gilt, dass T'(B) € A.

Bemerkung 8.2. Sei (X, A, ) ein Mafiraum. Dann stimmt das System M der mess-
baren, reellwertigen Funktionen (im Sinne von Definition 2.25) mit dem System der
A-B-messbaren Abbildungen X — R {iberein, wobei B die Borel’sche o-Algebra auf R
ist.

Lemma 8.3. Sind (X, A), (Y,B), (Z,C) Messraumeund T : X — Y, S : Y — Z messbar,
soistauch So T : X — Z messbar.
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| Beweis. Ubung. |

Lemma 8.4. Es sei (X, .A) ein Messraum und T : X — Y eine beliebige Abbildung.

(a) Das Mengensystem
TA={BCY|T'(B)cA}

ist eine o-Algebra von Teilmengen von Y, genannt die verpflanzte o-Algebra.

(b) Die Abbildung T : X — Y ist A-T,A-messbar.

(c) Die o-Algebra T, A ist die grofite o-Algebra von Teilmengen auf X, fiir die T mess-
bar ist.

(d) Ist nein Maf$ auf A, so wird durch die Formel

T.u(B) = u(T'(B))

ein Maf$ auf T, A definiert. Es heifdt das verpflanzte Mafs.

| Beweis. Ubung. ]

Transformationsformel 8.5 (Allgemeiner Mafle). Seien (X, A, 1) ein MafSraum und sei
T: X — Y eine Abbildung, so dass (Y, T.A, T.u) ebenfalls ein Mafiraum ist. Dann gilt
tiir jede T, p-integrierbare Funktion f die Formel

Lf(y)d(T*u) (y) = J £(T(x)) du(x). ©.1.1)

X

Beweis. Ist B € T, A, so gilt

J 15(y)d(T.w)(y) = Top(B) = u(T'(B)) :J Ty (x) dp(x) :J 15 (T(x)) dpe(x).
Y X X

Damit gilt (8.1.1) fiir Indikatorfunktionen. Wegen Linearitit gilt die Formel daher
auch fiir beliebige Treppenfunktionen. Wegen Eindeutigkeit der Lebesgue-Erweiterung
folgt damit die Gleichheit auch fiir beliebige integrierbare Funktionen. |

Bemerkung 8.6. Ist X = RY mit der Borel’schen o-Algebra und dem Lebesgue-Maf
und ist T ein Diffeomorphismus, so zeigt die Transformationsformel 4.15, dass T,A
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absolut stetig ist beziiglich A, genauer, dass

T =|detDT'|- A

8.2 Grundbegriffe der Stochastik

Die Stochastik bietet eine mathematische Theorie zur Modellierung von Zufallsexper-
imenten wie Miinzwiirfen, Rouletteergebnissen bis hin zu komplexen Systemen wie
Wettervorhersagen und dhnlichem. Die grundlegende mathematische Definition ist
die folgende.

Definition 8.7. Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Maffraum (Q, A, P) mit P(Q) = 1.

Messbare Teilmengen A € A werden Ereignisse genannt. Die Zahl P(A) € [0, 1] ist
dann die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis A bei dem zu modellierenden Zufall-
sexperiment eintritt. Heuristisch bedeutet dies, dass bei N-facher Wiederholung des
gegebenen Zufallsexperimentes das Ereignis A ungefahr P(A) - N mal eintritt. Was in
diesem Kontext “ungefdhr” bedeutet, und wie sich dieser Fehler zu N verhalt gehort
zu den grundlegenden Fragen der Stochastik.

Auflerhalb der Mathematik wird dies typischerweise mit Prozentzahlen angegeben:
Man sagt also oft “die Wahrscheinlichkeit betragt 50%” statt “die Wahrscheinlichkeit
ist 0.5”.

Beispiel 8.8. Die einfachsten expliziten Beispiele fiir Zufallsexperimente und die zuge-
horigen Wahrscheinlichkeitsraume sind die diskreten, wie zum Beispiel n-maliges
Wiirfeln mit einem 6-seitigen Wiirfel. Hier ist der Wahrscheinlichkeitsraum Q =
{1,2,3,4,5,6}". Das Mafs ist das n-fache Produktmaf;, wobei explizit P({ks,...,kn}) =
1/6™ gilt.

Bemerkung 8.9. Die Interpretation des Wahrscheinlichkeit ist oft tiickisch. Insbeson-
dere nicht-diskrete Wahrscheinlichkeitsmafse rufen hdufig Schwierigkeiten hervor. Zum
Beispiel konnte das Zufallsexperiment “Gewicht eines Neugeborenen” durch ein zum
Lebesgue-Mafs absolut stetiges Wahrscheinlichkeitsmafs modelliert werden. Da Einele-
mentige Mengen stets Lebesguemafd Null haben, ist mathematisch gesehen die Wahr-
scheinlichkeit Null, dass ein Neugeborenes Baby ein ganz bestimmtes vorher fest-
gelegtes Gewicht besitzt (beispielsweise 3.5kg). Es ist sogar so, dass mit Wahrschein-
lichkeit Eins kein jemals geborenes Baby genau 3.5 kg bei seiner Geburt gewogen hat.
Trotzdem hat natiirlich jedes Baby zum Zeitpunkt der Geburt ein wohldefiniertes Kor-
pergewicht. Dass ein Ereignis Wahrscheinlichkeit Null hat, bedeutet also nicht, dass es
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nicht eintreten kann.

Eine andere Schwierigkeit betrifft die Interpretation des Wahrscheinlichkeitsbegriffes
bei nicht wiederholbaren Zufallsexperimenten. Was ist also die Bedeutung beispiels-
weise der Aussage, dass ein gewisser Kandidat die Prasidentschaftswahl in den USA
mit einer Wahrscheinlichkeit von 68% gewinnt?

Ein fundamentaler Unterschied zwischen Stochastik und MafStheorie ist jedoch, dass
der Wahrscheinlichkeitsraum (Q,A,P) typischerweise als unbekannt vorausgesetzt
wird. Und dies aus gutem Grund: Soll ein komplexeres Problem vollstindig mathe-
matisch abgebildet werden, wie beispielsweise das Wetter auf der Erde, so bestiinde
der Wahrscheinlichkeitsraum beispielsweise aus “samtlichen moglichen Wetterkonfig-
urationen” zu einer gegebenen Zeit. Auf diesem Raum ein realistisches Wahrschein-
lichkeitsmafs zu bestimmen ist hoffnungslos. Man beschrédnkt sich daher in der stochasti-
schen Modellierung auf von einem Zufallsexperiment abgeleiteten numerischen Mess-
grofien:

Definition 8.10. Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Zufallsvariable (auf
Q) ist eine messbare Abbildung X : Q — R.

Die Verteilung einer Zufallsvariable ist das verpflanzte Maf3 X, P.

Die Benutzung des Buchstaben X fiir die Zufallsvariable ist in der Stochastik {tiblich,
wihrend der Wahrscheinlichkeitsraum in den meisten Fillen gar keine Bezeichnung
bekommt. Hat man mehrere Zufallsvariablen Xy, ..., X,, die dasselbe Zufallsexperi-
ment beschreiben (die also auf dem selben — unbekannten — Wahrscheinlichkeitsraum
definiert sind), so kann man diese zu einer R"-wertigen Zufallsvariable X = (X;,...,X,)
zusammenfassen; man spricht dann von einem Zufallsvektor. In diesem Fall kann man
die gemeinsame Verteilung X, P betrachten, welches nun ein Maf} auf R™ ist.

Statt zu versuchen, das Mafs P explizit zu beschreiben, interessiert man sich fiir die
Verteilung von zum Zufallsexperiment gehdrenden Zufallsvariablen. Diese werden
endweder im Rahmen der mathematischen Modellbildung aus dem Experiment zu-
grundeliegenden Annahmen hergeleitet oder empirisch durch Messungen approxima-
tiv bestimmt (hier sind wir dann im Gebiet der Statistik).

Beispiele 8.11. Hier einige Beispiele fiir Zufallsvariablen und deren Verteilung.

(1) Wir betrachten das Zufallsexperiment “radioaktiver Zerfall”, mit der Zufallsvari-
able X, die die Zeit angibt, bis zu der ein gegebenes Atom eines radioaktiven Mate-
rials zerfallen ist. Die zugehorige Verteilung ist aus physikalischen Gesetzen bes-
timmbar als die Exponentialverteilung, welche die Dichte

le_t/l»l t>o
f(t)=<¢ " =
(1 {o t<0
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beztiglich des Lebesgue-Mafies besitzt. Die Zahl p ist die Halbwertzeit und hangt
vom konkreten Element und Isotop ab.

(2) Eine der wichtigsten Verteilungen in der Stochastik ist die Normalverteilung (auch
Gaufverteilung genannt), welche beziiglich des Lebesguemafies die Dichte

1
fp,c(x) = \/2_7'(0'

fiir Parameter p € R und o > 0 besitzt. Sie tritt beispielsweise in der Brown’schen
Molekularbewegung auf. Thre Bedeutung riihrt unter anderem aus dem zentralen
Grenzwertsatz der Stochastik, welcher besagt, dass der normalisierte Mittelwert
einer Folge von vielen identisch verteilten, unabhédngigen Zufallsvariablen (s.u.)
asymptotisch normalverteilt ist.

e~ (x—?/0?

(3) I m Experiment “Wettervorhersage” sind Beispiele fiir Zufallsvariablen “Temper-
atur ...” oder “Luftdruck an einem Ort zu einem gewissen Zeitpunkt”. Die Bes-
timmung der entsprechenden Verteilung ist typischerweise hochst komplex und
hiangt sowohl von Messdaten als auch von Wettermodellen ab.

Einer Zufallsvariablen ordnet man folgende fundamentale Messgrofien zu:

Definition 8.12. Sei (Q, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : QO — R eine
Zufallsvariable. Dann heifst

EK&:JXMMWwﬂ:JXM&MW)
X R

der Erwartungswert von X, wobei wir die Transformationsformel 8.5 benutzt haben.

Die Zahl
VarlX] := E[(X — EIX])?],

heifst Varianz von X und ihre Quadratwurzel ist die Standardabweichung von X.

Die Covarianz von zwei Zufallsvariablen X, Y ist die Zahl
Cov(X,Y) := Var[(X — EX])(Y —E(Y))].

X und Y heiflen unkorreliert, falls Cov(X,Y) = 0.

Mafstheoretisch gesehen ist der Erwartungswert einer Zufallsvariablen also nichts weiter
als deren Integral beziiglich des Wahrscheinlichkeitsmafses . Von fundamentaler Be-
deutung ist jedoch dass die zweite Formal fiir E[X] nur von der Verteilung der Zu-
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fallsvariable X abhéngt, also bestimmt werden kann ohne P selber zu kennen. Die
Varianz ist im Wesentlichen die [?>-Norm der Zufallsvariablen:

Var[X] = E[X*] — E[X)* = || X%, — E[X]%.

Wihrend natiirlich zwei Zufallsvariablen mit unterschiedlichem Erwartungswert oder
unterschiedlicher Varianz nicht die gleiche Verteilung besitzen konnen, ist umgekehrt
nattirlich nicht gesagt, dass zwei Zufallsvariablen die gleiche Verteilung besitzen nur
weil ihr Erwartungswert und ihre Varianz iibereinstimmen (dies trifft aber beispiel-
sweise zu, wenn man die Zusatzinformation hat, dass beide normalverteilt sind).

Beispiele 8.13. Erwartungswert und Varianz einer exponentialverteilten Zufallsvari-
able wie in Beispiel 8.11(1) sind p bzw. u?. Der Erwartungswert einer normalverteilten
Zufallsvariable wie in Beispiel 8.11(1) sind u bzw. o”.

Lemma 8.14 (Tschebyschevs Ungleichung). Sei X eine Zufallsvariable. Dann gilt fiir
jedes C, & > 0. Dann gilt
E[IX]*]
P({IXI > c}) < B

Coc

Insbesondere gilt: Hat X Erwartungswert pu und Varianz ¢?, so gilt fiir jedes C > 0,

dass
2

P({X—w>C}) < 5

Beweis. Es gilt

c* - P({IX| > C}) = c* - P({IXI* > C*}) < lem X(w)|*dP(w) = E[IX[Y.

Der Spezialfall folgt, indem man X durch X — p ersetzt und o = 2 wihlt. |

8.3 Stochastische Unabhingigkeit

Sind X und Y zwei Zufallsvariablen auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum, so ist
deren Produkt wieder eine Zufallsvariable. Der zugehorige Erwartungswert ist allerd-
ings im Allgemeinen unmoglich zu bestimmen. Dies fiihrt zu folgendem Begriff:
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Definition 8.15. Sei (Q, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Familie (X;)ic; von
Zufallsvariablen auf Q) heifst (stochastisch) unabhingig, wenn fiir jede endliche Teil-

menge {i,...,1,} C I gilt: Die gemeinsame Verteilung X.P des Zufallsvektors X =
(Xiyy .-y Xi, ) ist das Produktmafs

X*P = (Xi1 )*]P) R ® (Xin)*]P)'

Anschaulich bedeutet dies, dass die Information, dass Informationen tiber die Werte
einer endlichen Teilmenge der Zufallsvariablen einem nicht hilft, die Werte der an-
deren vorherzusagen.

Offenbar kann dies nicht in Termen der einzelnen Verteilungen (X;).P ausgedriickt
werden und daher im Allgemeinen (bei unbekanntem Wahrscheinlichkeitsmaf P) auch
nicht tiberpriift werden. In der Praxis ist die Unabhédngigkeit daher eine Zusatzan-
nahme, die an das stochastische Modell aufgrund von Plausibiltitsiiberlegungen oft
gestellt wird.

Beispiele 8.16.

(1) Im Zufallsexperiment “radioaktiver Zerfall” sollten Zufallsvariablen, die den Zer-
fallszeitpunkt von zwei unterschiedlichen Atomen eines radioaktiven Elements
beschreiben, als unabhidngig angenommen werden

(2) Im Gegensatz dazu ist es sicherlich nicht realistisch, zwei Zufallsvariablen, die Kor-
pergrofie bzw. die Schuhgrofie einer zufdllig ausgewadhlten Testperson beschreiben,
als unabhédngig anzunehmen.

(3) ImFall, dass X und Y Aktienkurse von zwei Firmen zu einem gegebenen Zeitpunkt
beschreiben, ist es auch oft nicht realistisch X und Y als unabhidngig anzunehmen:
Beide Firmen konnten derselben Branche angehoren und daher dhnlich auf Mark-
tbedingungen reagieren. Auch konnten allgemeine wirtschaftliche Faktoren beide
Werte beeinflussen, wie zum Beispiel Zinssdtze oder makrookonomische Richtlin-
ien.

Beispiel 8.17. Wir betrachten einen Zufallsvektor X = (Xj,..., X;) so, dass die gemein-
same Verteilung X, P) auf R™ das zum Lebesguemaf’ absolut stetige Maf$ mit der Dichte

g(x) = yaetiA) P ( 1(X—b>A(X—b)>>

(2m)n/2 P2

118



ist, mit b € R™ und A eine symmetrische (n x n)-Matrix mit positiven Eigenwerten.
Ein solcher Zufallsvektor heifst multivariat normalverteilt mit Erwartungswertvektor b
und Kovarianzmatrix £ = A"

Die Vektoren Xj, ..., X, sind unabhédngig genau dann wenn A eine Diagonalmatrix ist.

Lemma 8.18. Sind Xj,..., X, unabhdngige Zufallsvariablen mit endlichem Er-

wartungswert, so gilt
E(]] xi] = [ [EXi]
i=1 i=1

Da der Erwartungswert einer Summe von Zufallsvariablen fiir beliebige Zufallsvari-
ablen die Summe der Erwartungswerte ist, ermoglicht das obige Lemma unter der
Zusatzvoraussetzung der Unabhéngigkeit, zusatzlich auch den Erwartungswert von
beliebigen Polynomen in den Zufallsvariablen X, . .., X, zu bestimmen. Beispielsweise
kann die Varianz der Summe X; + - - - + X, als

£ (ixi)z -2[£x]

i EXJE[X;]) (8.3.1)

ij=1

i Z Var[X

i=1

Var

e

also die Summe der Varianzen berechnet werden (die Summanden mit i # j kiirzen
sich aufgrund der Unabhéngigkeit heraus).

Beweis. Wir betrachten den Zufallsvektor X = (Xj,...,X,) und die Abbildung
T:R" > R, (X1yeeeyXn) = X9+ Xpo
Dann gilt X; - -- X;, =T o X, also

Xy Xn)oP = TXP = T, ((X).P -®(Xn)*]P’),

wobei wir im zweiten Schritt die Unabhédngigkeit benutzt haben. Wegen der Trans-
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formationsformel 8.5 gilt nun

f[xi] =| J[X(w)dP(w)
i=1

E

= X]"‘Xnd((x1)*P®"'®(Xn)*P)(Xla---axn)

JR™
= HJ' Xid(Xi)*P(Xi) = HE[XI])
i=1 'R i=1

wobei wir den Satz von Fubini angewendet haben, um von der letzten zur vorletzten

Zeile zu gelangen. [ |
Satz 8.19. Sei i, uy,... eine Folge von Borel’schen Wahrscheinlichkeitsmafien auf
R. Dann existiert eine Folge X;, X;,... unabhdngiger Zufallsvariablen so dass X; die

Verteilung p; hat.

Beweis. Zundchst existiert offenbar itiberhaupt eine Zufallsvariable mit Verteilung
. Beispielsweise kann man hier (Qj, A;,P;) = (R, B, ;) nehmen (wobei B die
Borel’sche o0-Algebra auf R ist). Eine unendliche Folge erhilt man nun indem man
Q =[1Z; Qi nimmt mit dem unendlichen Produktmaf

8

Die Zufallsvariable X; ist dann einfach die Projektion auf den i-ten Faktor. u

Typischerweise spricht man von identisch verteilten Zufallsvariablen:

Definition 8.20. Zwei Zufallsvariablen sind identisch verteilt, falls ihre Verteilungen
tibereinstimmen.

Korollar 8.21. Zu jeder gegebenen Wahrscheinlichkeitsverteilung gibt es eine Folge
von identisch verteilten unabhingigen Zufallsvariablen.
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Schwaches Gesetz der grofien Zahlen. 8.22. Sei X;, X;, ... eine Folge identisch verteil-
ter unabhéangiger Zufallsvariablen mit endlichem Erwartungswert u = E[X;]. Dann
konvergiert die Zufallsvariable

in Wahrscheinlichkeit gegen .

Hierbei ist Konvergenz in Wahrscheinlichkeit der Ausdruck der Stochastik fiir Konver-
genz im Ma£.

Bemerkung 8.23. Anschaulich bedeutet das Gesetz der grofien Zahlen, dass sich der
Durchschnitt der Realisierungen der Zufallsvariablen gegen den Erwartungswert kon-
vergiert.

Bemerkung 8.24. Das (schwerer zu beweisende) starke Gesetz der grofien Zahlen be-
sagt, X,, sogar fast sicher (also mafitheoretisch fast iiberall) gegen Null konvergiert.

Beweis. Wir fithren den Beweis der Einfachheit halber unter der Zusatzannahme,
dass die Varianz der X; endlich ist. Dann gilt wegen (8.3.1) und der Unabhédngigkeit
der X;, dass

n 2
Var[X,| = %Val‘[oﬁ +o - Xa)] = % ZVar (Xi] = %,
i

where we wrote Var[X;] = o%. Wegen der Tschebyschev’schen Ungleichung 8.14 gilt

_ Var[X,] o?
P({Rn—nl>e}) < —5— = —3

Dies konvergiert gegen Null. u

8.4 Stochastische Prozesse

In diesem Abschnitt sei M ein topologischer Raum und sei By, die Borel’sche o-Algebra
auch M. Furein T > 0 (wir lassen auch T = oo zu) betrachten wir das unendliche Pro-
dukt M®T)  der mit dem Raum aller Abbildungen [0,T) — M identifiziert werden
kann (eine Familie (x{)ico,1) entspricht dann der Funktion t — x;). Der Raum MO
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tragt dann die Produkttopologie, welches die kleinste Topologie ist, die alle Projektio-
nen
T - Mo M, (Xt)tE[O,T) = Xty

stetig macht. Explizit ist diese Topologie erzeugt von denjenigen Zylindermengen
A =[licpor) Av so dass Ay # M fiir nur endlich viele t € [0, T). Nach dem Satz von
Tychonov aus der Topologie ist fiir kompaktes M auch MI®T) wieder kompakt.

Die Produkt-o-Algebra auf dem Product M) ist die o-Algebra der Produkttopologie,
wir bezeichnen Sie mit By,0,1. Da die Projektionen 7, stetig sind, sind sie auch By,0,m-
Bm-messbar.

Definition 8.25. Ein M-wertiger stochastischer Prozess ist ein Familie (Xi)icjo 1) von
Funktionen X; : Q — M auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, A, P) so, dass die
zugehorige Abbildung

X:Q — MO, w — (Xe(w))

tel0,T)

A-Bpp0,1)-messbar ist.

Da alle Projektionen 7, : MOT) — M messbar sind, sind insbesondere alle X; messbar,
also M-wertige Zufallsvariablen.

Eine wichtige Beispielklasse ist die folgende.

Definition 8.26. Ein R"-wertiger stochastischer Prozess (X;)icjo1) heifst Wiener-Prozess
oder Brown’sche Bewegung, falls

(i) furalle0 < s <t < Tist X; — X, ist multivariat normalverteilt mit Mittelwert Null
und Kovarianzmatrix (t — s)id;

(ii) der Prozess hat unabhéingige Inkremente. Genauer gilt: Fiir alle Zeiteinteilungen
0 <ty <t <- - <ty <Tsind die Zufallsvariablen X, — X, ..., X¢, — X¢,._,
unabhéngig.

Um die Existenz eines Wienerprozesses nachzuweisen, benutzen wir ein allgemeines
Konstruktionswerkzeug fiir stochastische Prozesse, den Erweiterungssatz von Kol-
MOgOrov.

Fiir I C [0, T) bezeichnen wir mit 7r; : M®T — M! die Projektion auf die Koordinaten
indiziert durch t € I, und fiir ] C I sei die Projektion 7t;; : M! — MJ genauso definiert.
Ist (X¢)teo,1) €in stochastischer Prozess, so gilt offenbar

(7). P = (ru1). (1) P (8.4.1)
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furalleI C J C [0,T). Der folgende Satz sagt, dass ein stochastischer Prozess schon
durch die Mafle (7). P fiir endliches I C [0, T) eindeutig bestimmt ist.

Erweiterungssatz von Kolmogorov 8.27. Sei M ein kompakter Hausdorffraum. Fiir
jede endliche Teilmenge I C [0, T) sei ein Ma P; auf M! vorgeben so, dass die Familie
von Wahrscheinlichkeitsmafen (IP;) die Kompatibilitatsbedingung

(7tr,5) Py = Py (*)

erfiillt. Dann existiert ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsma8 P auf M®" so, dass
(TCI)*P — ]P)I-

Beweis. Die Eindeutigkeit folgt daher, dass die o-Algebra B0,y von der Teilmenge
U 7'(1_1 (Bmr) € Byon

1c[o,T)
endlich

erzeugt wird. Jedes Mafd PP auf By,0,m ist also eindeutig durch die Werte auf Ele-
menten dieser Teilmenge festgelegt.

Fiir jede stetige Funktion f : M! — R erhalten wir eine Funktion f o iy : M®T) — R.
Eine Funktion dieser Form fiir I C [0, T) endlich nennen wir Zylinderfunktion; sie ist
stetig beziiglich der Produkttopologie auf M7, Sei V C C(MI®")) die Menge der
Zylinderfunktionen. Sind I,] C [0, T) endlich und sind F := fom; und G := gom
Zylinderfunktionen, so sind F + G und F - G wieder Zylinderfunktionen: Beide sind
von der Form h o 7ty fiir eine Funktion h : My; — R. V ist also eine Unteralgebra
von C(M©1). Nach dem Satz von Stone-Weierstraf3 4.20 ist V dicht:

(i) Zwei Elemente x = (Xt)iecp.1),Y = (Yt)icpor) € MOT sind genau dann unter-
schiedlich, wenn x;, # yy, flir ein t; € [0,T). Da M ein Hausdorffraum ist,
existert dann eine stetige Funktion f € C(M) mit f(x,) # f(yy,). Fiir die Zylin-
derfunktion F = f o 7y, € V gilt dann F(x) # F(y), also ist V punktetrennend.

(ii) Es ist offensichtlich, dass zu jedem x = (x{)ico,1) eine Zylinderfunktion F € V
existiert, so dass F(x) # 0.

Durch die Vorschrift
o(form) = J (x)dPy(x)

M!
wird nun auf V ein positives lineares Funktional definiert. Dies ist wohldefiniert
wegen der Kompatibilitdtsbedingung (). Denn: Ist F = f; o iy = f} o 71y, so gilt auch
fio Tyl = f] O Tyyy,J und damit

J fi(x)dPr(x) :J fr(mmopi(x)) dPiy(x)) dPry(x) :J fy(x)dPy(x)
M!I ML — — — M

=fj(m1yy,5(x))
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wegen der Transformationsformel 8.5.

Das Funktional ist beschrankt auf V, da

o(fom)| = U )P0 < o = I 0
M

Da jedes beschrédnkte lineare Funktional, das auf einem dichten Teilraum eines Ba-
nachraumes definiert ist, eine eindeutige stetige Fortsetzung auf den gesamten Ba-
nachraum hat, setzt sich ¢ eindeutig zu einem stetigen linearen Funktional auf ganz
C(MT) fort. Nach dem Satz von Markhov-Kakutani-Riesz 6.13 ist damit ¢ durch
Integration beziiglich eines Mafles P auf MI®") gegeben. |

Bemerkung 8.28. Fiir jedes Borel’sche Wahrscheinlichkeitsmaf} P auf M©") (beispiels-
weise ein durch den Erweiterungssatz von Kolmogorov erhaltenes) konnen wir einen
stochastischen Prozess (X)ico,1) auf M definieren, definiert auf dem Wahrscheinlichkeit-
sraum (Q, A, P) = (MO By 01, P), indem wir einfach X, := 7, also X;(x) := x, set-
zen. Dies impliziert, dass I = {t;,...,tn} C [0, T) die Verteilung der Zufallsvektoren
Xi = (Xgyy ...y Xty ) gegeben ist durch (X;),P = Py.

Beispiel 8.29. Um eine kompatible Familie von Mafien (IP;) wie im Erweiterungssatz
von Kolmogorov zu konstruieren, kann man wie folgt vorgehen: Sei (g).-o eine Fam-
ilie von integrierbaren positiven Funktionen (sogenannten Kernen) auf M x M, die die
Markhov-Eigenschaft

y g%, y) - gs(y, z2)dp(y) = guys(x,2) (8.4.2)

beztiglich eines festen Borel-Mafies 1 auf M erfiillen und die sich alle zu Eins integri-
eren. Weiterhin verlangen wir

i | g0 u)fly)di(y) = f1x) 643)

fiir alle stetigen Funktionen f auf M. Fiir einen fest gewéhlten Punkt xo € M und
I ={ty,...,tn} C [0, T) definierten wir das Maf} P; auf M! durch die Dichte

N
gth...)tN (X]) 000 )XN) = H gti—ti_] (Xi) Xi—])
i=1

beziiglich des Produktmafes u®' (hierbei ist t, = 0). Im Fall, dass I = {0} nehmen wir
tiir P; das Dirac-6-Maf3 bei xo. Die Kompabitilitatseigenschaft (x) fiir die Familie (IP;)
folgt dann aus der Markhov-Eigenschaft (8.4.2).

Der Erweiterungssatz von Kolmogorov liefert dann ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 IP auf
M) sowie einen stochastischen Prozess (Xi)i-o wie in Bemerkung 8.28. Die Familie
(gt)t=0 heifst dann Ubergangskern des Prozesses.
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Lemma 8.30. Der auf R" durch den Ubergangskern

1 x —yl
9t(x,y) := 2rt)? =9 (_ 2t :

wie in Beispiel 8.29 definierte stochastische Prozess ist ein Wienerprozess. Es gilt X, =
X fast sicher.

Bemerkung 8.31. Ein kleines Problem ist hier, dass R" zwar ein Hausdorffraum, aber
nicht kompakt ist, so dass der Kolmogorov’sche Erweiterungssatz nicht direkt ange-
wendet werden kann. Aber wir konnen uns hier behelfen, indem wir durch Hinzu-
nahme eines “Punktes bei Unendlich” zur Einpunktkompaktifizierung M := R™ U {cc}
tibergehen. (Dies wird ein kompakter Hausdorffraum indem man U C R U {co} fiir
offen erklart falls entweder U C R" offen oder falls U = (R U {co}) \ K fiir K C R"
kompakt.) Die offensichtliche Einbettung R™ — M ist stetig und jedes Wahrschein-
lichkeitsmafs auf R™ liefert eines auf M durch Verpflanzung.

Beweis. Wir bemerken zundchst dass g¢(x,y) nur von der Differenz x — y abhingt
und definieren daher

L 1 [x|?
gi(x) == 22 &P <_2—t) .

Die Uberpriifung der Eigenschaften (8.4.2) und (8.4.3) lassen wir als Ubungsaufgabe.

Seien 0 =ty < t; < --- < tn < T. Nach Definition ist die gemeinsame Verteilung der
Zufallsvariablen Xy,, ..., X, gegeben durch

N
J J f(x1,...,xN)Hgtrtiq(xi—xi,])dm--~de.

Wir setzen Y; = X;, — X;,_, und wollen zeigen, dass die Zufallsvariablen Y;,...,Yx
normalverteilt und unabhéngig sind. Hierzu bemerken wir, dass

(Yh---)YN) :(po(th"')XtN)

mit @ : RN — RN gegeben durch

(p(xh-"axn) = (Xl — X0y ey XN _XNJ))
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da X, = Xy = xo fast sicher. Nach Transformationsformel gilt daher

J J FY1, e yn)A(Y1s -y YROPW1, - YN

.
= f(X] —Xo,...,XN—XNq)d(Xt],...,th)*P(Xh...,XN)
JRN JRM
. .
= (X1 — X0y« ooy XN — XN-1 | |9t1 ti 1 — Xi—1)dxg - - - dxn.
JRN JRN
. . N
=1 - flyy..-yyn) || yi)dys - - - dyn.
JRM JR™ i=1

Hierbei benutzen die Transformationsformel 4.15 fiir die obige affin-lineare Funktion
@, deren Jacobimatrix durch die Matrix

gegeben ist, die Determinante Eins hat. Es gibt also keinen Korrekturfaktor.

Dies zeigt erstens, dass jedes Inkrement X;, — X,, , normalverteilt ist und zweitens,
dass die Inkremente unabhéngig sind. |

Beispiele 8.32. Ein weiteres Beispiel fiir eine Familie von Ubergangskernen, die die
Bedingungen aus Beispiel 8.29 erfiillt, und damit einen stochastischen Prozess liefert
ist der Cauchy-Kern in R™, gegeben durch

rz t
AT (B) (2 4y —xP)F

gt(x’y) =

Der erzeugte Prozess heifst Cauchy-Prozess. Da g¢(x — y) ebenfalls nur von der Dif-
ferenz x — y abhédngt, zeigt der Beweis von Lemma 8.30, dass dieser Prozess ebenfalls
unabhéngige Inkremente hat.

Ist (Xi)iep,1) ein stochastischer Prozess in M (definiert auf einem Wahrscheinlichkeit-
sraum (Q, A, P)), so sind die Pfade die Funktionen X(w) : [0,T) = M, w € Q, gegeben
durch t — X(w). Eine Besonderheit von Wienerprozessen ist, dass diese fast sicher
stetig Pfade haben. Um dies einzusehen, benutzen wir folgenden Satz.
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Stetigkeitssatz von Kolmogorov 8.33. Sei (X;)icp,1) ein R"-wertiger stochastischer
Prozess so, dass fiir alle 0 < s < t < T und Konstanten y < 3 die Abschitzung

E[IXe — XlP] < clt — s/ (8.4.4)

gilt, mit Konstanten c, 3,y > 0. Dann gilt fiir jede abzédhlbare und beschrédnkte Teil-
menge S C [0, T) und jedes 0 < « < y/f3: Die Pfade von (Xy)epo,1) fast sicher c-Holder-
stetig auf S.

Hierbei ist eine Funktion f : [0, T) — R™ x-Holder-stetig auf S C [0, T), falls es zu jedem
t € [0, T) Konstanten C, e > 0 gibt, so dass

MSC, s,t€S.
[t —s|*

Beweis. Wegen der Tschebyschev’schen Ungleichung 8.14 gilt fuir alle t,s € [0, T) und
alle « > 0, dass

E[IX; — X,|?]

_ gt y—B«x
T <clt—s| ,

P(IX: — X > [t —s[*) <

wobei wir (8.4.4) benutzt haben. Sei t € [0, T) fest.

Wir sagen, dass eine endliche Teilmenge S’ C S e-dicht ist, falls die e-Umgebung
eines jeden Punktes von S einen Punkt von S’ enthélt (dquivalent: die Vereinigung
aller Intervalle (t—¢,t+¢), t € S/, enthilt S). Schreiben wir S’ ={ty < t; < --- < tn},
so gilt [t; — ti_1| < ¢, und damit

N
P( max |Xti — Xti,1| > [t — ti—ﬂ(x) < Z P(’Xti - Xti,1| > [t — ti—]’“)
i=1

1<i<N

N
< Z clty — YR

i=1
N

< csupf|t; — ti_i [V F/}. Z It — til

i=1

< eV Pt — .

Seinun $; C S, C - - - S eine Ausschopfung durch endliche Teilmengen von S, so dass
S, stets 2 "-dicht ist. Wir setzen

An={w € Q] max X (w) = X, (@)] = [t~ e,
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wobei S, = {t) < t; < -+ < tn} eine Aufzdhlung der Elemente von S, ist. Ist D eine
obere Schranke fiir den Durchmesser von S, so gilt nach der obigen Rechnung

i P(A,) < cD i 2B o
n=1

n=1

falls y — B > 0, oder dquivalent & < y/f3. Nach dem Lemma von Borel-Cantelli ist
daher die Menge

N = U ﬂ A = {w € O | w ist in unendlich vielen A, enthalten}

n=1i=n

eine Nullmenge. Fiir alle w € O\ N ist dann der Pfad X(w) «-Holderstetigauf S. W

Beispiel 8.34. Fiir einen Wiener-Prozess (X;)>o gilt

N n/
E[rxm—xsmzj ryrﬁgt(y)dyzj yl® (2ret)2e= 5 dy
Rn Rn

= (Znt)_“/ZJ

_12 _
e T /APl gy
0 Jgn-i

— (zﬂt)_n/z . j{n—1 (Sn—1) J e_TZ/ZtT6+n_]dT,
0

unter Benutzung der Koflichenformel von Satz 5.23. Die Substitution r* = 2ts liefert
rdr = tds. Also gilt

E[Xope = XlP] = (2mt) ™72 - Ha (™) - J e 5(2ts)#/ 22 Ttds
0

2= | B n B/2
= Ha(sm T (Z*i) t
oder
E[X —X/P] <cit—s, y=5_1.

Fiir einen Wienerprozess ist die Abschdtzung (8.4.4) also fiir ein beliebiges  und y =
B/2 — 1 erfiillt. Damit sind die Pfade eines Wienerprozesses zu jedem Zeitpunkt fast
sicher a-Holder-stetig, fiir jedes
L 1o

B2 B
Da f3 beliebig ist, gilt dies also fiir jedes & < 1/2.

x <
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Sei (X¢)tep,1) ein Prozess, der die Vorraussetzungen des Stetigkeitssatzes 8.33 erfiillt. Ist
nun S C [0, T) eine abzdhlbare Menge von Zeiten, so hat (als abzdhlbarer Schnitt von
Mengen mit vollem Maf3) auch die Menge der Pfade, die an allen Punkten von S o-
Holderstetig sind, volles Mafs. Dies bedeutet allerdings nicht, dass die Pfade an jedem
Punkt von [0, T) stetig sind (dies wire ein Schnitt von tiberabzdhlbar vielen Mengen).

Um dennoch einen Prozess zu erhalten, dessen Pfade fast sicher iiberall stetig sind,
kann man sich wie folgt behelfen: Sei S C [0, T) eine abzdhlbare, dichte Teilmenge.
Sei N C Q die P-Nullmenge der Pfade, die nicht x-Holder-stetig auf S sind. Setze
Q" = O\ N sei P’ die Einschrankung von P auf Q' (dies ist wieder ein Wahrschein-
lichkeitsmafs). Jeder Pfad in Q' ist nun stetig auf der dichten Teilmenge S C [0, T), hat
also eine eindeutige stetige Fortsetzung zu ganz [0, T). Dies liefert eine Borel-messbare
Abbildung
Q" — C([0, T),R™).

Verpﬂanzung des Mafles P’ zu C([0, T),R") liefert ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf
C([0, T),R™). Definiert man nun X, : C([0, T),R") — R" durch

Xi(w) = w(t),
so definiert dies einen Prozess mit stetigen Pfaden, mit der Eigenschaft, dass fiir alle
0 <ty <--- <ty < T die gemeinsame Verteilungen der Zufallsvektoren ()N(t1 N XtN)
und (Xy,,..., Xy, ) libereinstimmt. Man benutzt hier folgende Terminologie:

Definition 8.35. Seien (Xi)cpp,1) und (X0 tenom M-wertige stochastische Prozesse
(moglicherweise auf unterschiedlichen Wahrscheinlichkeitsraumen definiert). Wir
sagen, dass (Xt)te[O,T) eine Version von (Xi)iep) ist, falls, beide Prozesse dieselbe
Verteilung haben.

Genauer: Wir verlangen, dass fiir beliebige Zeiten 0 < t; < --- < ty < T die zufélligen
Vektoren (X4, ..., X, ) und ()~(t1 yenes XtN ) dieselben gemeinsamen Verteilungen haben,
also dass

(Xiyyevey Xen )P = (Xiyy ooy Xip )oP

gilt.

Die obige Diskussion hat also das folgende Korollar:

Korollar 8.36. Es existiert eine Version eines Wiener-Prozesses im R™ mit stetigen
Pfaden.

129



