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Teil I: Grobgeometrie
0. (8.4.2025) Crashkurs C∗-Algebren und K-Theorie. — (Bei Bedarf) Ein-
führung in die Grundbegriffe der Theorie von C∗-Algebren und deren K-Theorie, sowie
die exakte Sechs-Term-Sequenz.

1. (22.4.) Grobe Räume — Einführung der Begriffe (eigentliche) Grobstruktur, grobe
Abbildung, grobe Äquivalenz [13, §2.1], [2, §6.1], [12, §2]. Evtl. Vergleich mit Begriffen der
metrischen Geometrie [13, §1.3]. Als Beispiel möglicherweise Diskussion des Satzes von
Milnor-Švarc (Thm. 1.18 in [13]).

2. (29.4.) Roe-Algebren — Definition der Roe-Algebra eines metrischen Raumes
[12, §3], [2, §6], [1, §2]. Diskussion der “Funktorialität” unter groben Abbildungen und
Unabhängigkeit von Wahl des X-Moduls [2, Lemma 6.3.11 & Prop. 6.3.12], [1, Thm. 2.1].
Diskussion des Satzes, dass die K-theorie der Roe-Algebra auf schlaffen Räumen ver-
schwindet [12, Def. 9.3 & Prop. 9.4], [2, Lemma 6.4.2], [3, Prop. 1], [1, Prop. 3.9].

3. (6.5.) Die grobe Mayer-Vietoris-Sequenz — Diskussion von großen Familien
und lokalisierten Roe-Algebren [4, III.5 & III.6]. Anschließend Einführung der Mayer-
Vietoris-Sequenz für grobe K-Theorie [12, §9], [3, §5], [1, §3.4]. In der Literatur ist
dies für “grob ausschneidende Partitionen” gemacht [12, Def. 9.1]. Praktischer ist es,
stattdessen das Resultat für große Familien zu formulieren (also Teilmengen jeweils durch
die erzeugte große Familie zu ersetzen), dann braucht man keine weitere Bedingung und
erhält die MV-Sequenz in der Form von [4, §V]. Berechnung der K-Theorie-Gruppen
Ki(C

∗(Rd)) ∼= Ki(C
∗(Zd)) durch wiederholtes Anwenden der Mayer-Vietoris-Sequenz

sowie der Schlaffheit von Halbräumen [1, §3.8].

4.* (13.5.) Vergleich mit der Gruppen-C∗-Algebra — Definition der (reduzierten)
Gruppen-C∗-Algebra C∗

r (Γ) einer diskreten Gruppe Γ. Für Γ = Zd Diskussion des Iso-
morphismus C∗

r (Zd) ∼= C(T) und Berechnung der K-Theorie. Definition der Abbildung
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C∗
r (Zd) ⊗ K → C∗(Rd) und Berechnung der induzierten Abbildung in K-Theorie [1, §4]

(es reicht hier, sich auf den reellen Fall einzuschränken).

Teil II: Topologische Phasen
5. (20.5.) Gittersysteme und Chern-Isolatoren — Diskussion von translationsin-
varianten Hamiltonians auf Gittersystemen und deren Klassifikation über der Brillouin-
zone durch Berrykrümmung. Zur mathematischen Theorie der Vektorbündel und charak-
teristischen Klassen in Verbindung setzen. Explizite Beschreibung eines Chern-Isolators
[4, Ex. IV.1].

6. (27.5.) Nichtkommutativer Zugang — Beschreibung eines topologischen Isola-
tors mithilfe von C∗-Algebren [4, §I]. Beziehung zum translationsinvarianten Setting unter
Zuhilfenahme des Materials von Vortrag 4. Diskussion von Beispielen, insbesondere das
des Landau-Hamiltonians HA = (d− iA)∗(d− iA) in R2, inklusive der Aussage, dass dies
eine nichttriviale Klasse liefert [5], siehe auch Ex. 5.3. in [6] und die Referenzen dort.

7. (27.5.) Gap-Filling — Wenn ein Hamiltonian mit Spektrallücke einen topol-
ogischen Isolator beschreibt, dann verschwindet die Spektrallücke nach Einschränkung
auf einen berandeten Bereich. Diskussion dieses Gap-Filling-Prinzips nach [4, §VI], siehe
auch [5, Thm. 2], [6, Thm. 3.4].

8. (3.6.) Edge-Traveling — Für zweidimensionale topologische Isolatoren lässt sich
nach Einführung eines Randes ein Randstrom beobachten. Beschreibung dieses Edge-
Traveling-Phänomens nach [4, §VII] (siehe auch [6, §6], aber diese Beschreibung ist kom-
plizierter). Für experimentelle Beobachtung siehe die Videos zum Artikel [10].

9. (10.6.) Lokalisierte Wannierbasen — Diskussion und Beweis der Aussage, dass
der spektrale Unterraum, der durch nichttriviale topologische Isolatoren definiert wird,
keine Orthonormalbasis von lokalisierten Funktionen zulässt [7].

10. (17.6.) Grobe Kohomologie — Einführung der groben Kohomologie [11, §2.2],
siehe auch §4.2 in [14] (nur den nicht-equivarianten Fall betrachten). Diskussion der
Mayer-Vietoris-Sequenz für grobe Kohomologie und Berechnung im Fall von Rn. Evtl.
auch Diskussion der Charakterabbildung HX•(M) → H•

c (M) [11, 2.11]. Nachweis, dass
für eine grob transversale Partition A0, . . . , Aq (siehe Def. 2.5 in [8]) die Funktion

ϕ(x0, . . . , xn) :=
󰁛

σ∈Sn+1

sgn(σ)χA0(xσ0) · · ·χAq(xσq)

eine grobe Kohomologieklasse auf M in Grad n definiert, wobei χAi
die Indikatorfunktion

von Ai ist.
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11.* (24.6.) “Messung” via grobe Kohomologie — Durch geschickte Wahlen von
Kohomologieklassen kann man Nichttrivialität von Isolatoren “messen” (also entschei-
den, ob sie topologisch sind). In [8] ist dies in Dimension 2 behandelt. Die Paarung
einer Projektion endlicher Ausbreitung mit einer Partition ist in §2.3 definiert, das Quan-
tisierungsargument ist in §2.1 und §2.5 diskutiert. Zur Einfachheit der Darstellung ist es
ratsam, sich hier auf Projektionen endlicher Ausbreitung zu beschränken. Diskussion der
physikalischen Bedeutung (§5.4). Zur physikalischen Anwendung siehe Videos zu [9].
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